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Numere reale 


1.1 Numere reale 


Definiţia 1.1.1 Fie A o mulţime nevidă. Se numeşte relaţie binară pe A orice submulțime a 
produsului cartezian RC A x A. 
Pentru x,y € A în loc de (x,y) e R vom scrie x Ry şi spunem că x este în relaţia R cu y. 


Definiţia 1.1.2 O relaţie binară R pe A se numeşte relaţie de ordine dacă se verifică următoarele 
axiome: 

1. Vz€e A zh (reflezivitatea), 

2. Dacă x Ry şi y Rg, unde x,y € A, atunci x = y (antisimetria), 

3. Dacă x Ry şi y Rz, unde x,y,z € A, atunci x Rz (tranzitivitatea). 


Dacă în plus V x,y E€ A x Ry sau y Rz, atunci relația R se numeşte relație de ordine totală. 

O mulţime A pe care s-a definit o relaţie de ordine R se numeşte mulţime ordonată şi se 
notează prin (A, R) sau A atunci când se subînţelege care este relaţia de ordine. 

Fie A o mulţime ordonată pe care s-a definit relaţia de ordine notată <. Dacă BC A 
este o submulțime nevidă a lui A, atunci orice element a € A pentru care x < a (respectiv 
a < x) oricare ar fi x € B se numeşte majorant (respectiv minorant) al mulţimii B în A. Dacă 
submulţimea, B admite cel puţin un majorant, respectiv un minorant ea se numeşte majorată 
(mărginită superior), respectiv minorată (mărginită inferior) în A. Mulțimea B se numeşte 
mărginită, dacă este atât minorată, cât şi majorată. Dacă mulţimea B admite un majorant, 
respectiv un minorant ce aparţine lui B acesta se numeşte cel mai mare element, respectiv cel 
mai mic element notat cu max B, respectiv min B. 

Cel mai mic majorant al mulţimii B se numeşte margine superioară exactă sau supremum şi 
se notează cu sup B. 

be A, b=supBeozsb, vre B (beste un majorant al muţimii B) şi dacă W € A astfel 
încât x < b', Y x € B, atunci b < b' (b este cel mai mic majorant al mulţimii B). 

Cel mai mare minorant al mulţimii B se numeşte margine inferioară exactă sau infimum şi 
se notează cu inf B. 

a€ A, a=infBoasz, Vaze B (a este un minorant al mulţimii B) şi dacă a’ € A 
astfel încât a! < x, Vx € B, atunci d <a (a este cel mai mare minorant al multimii B). 


Observaţia 1.1.1 1. Dacă există inf B şi sup B nu rezultă neapărat că inf B,sup B e B. 
2. Dacă există inf B şi sup B conform proprietăţii de antisimetrie acestea sunt unic determi- 
nate. 


8 1. Numere reale 


Exemplu 1.1.1 1. Dacă A =R şi B = [0,1), atunci orice a > 1 este un majorant pentru B şi 


A 


orice b < 0 este un minorant pentru B. În acest caz inf B = 0 € B, sup B = 1 € B, iar 0 este 
cel mai mic element al lui B. 

2. Dacă A=R şi B =N, atunci orice b < 0 este un minorant al lui B, dar nici un element 
a E€ R nu este majorant pentru N; inf N = 0, sup A nu există în R. 

Dacă B = Z atunci nu există nici majoranţi nici minoranți; nu există inf Z şi supZ în R. 


Definiţia 1.1.3 aziomatică a numerelor reale 
Fie K o mulțime pe care sunt definite operațiile de adunare şi înmulţire: 


+- :KxK > K, 
(x,y) > zy 
(x,y) > zy 


şi o relație de ordine x < y între elementele lui K, care satisfac următoarele axiome: 
A1) (K,+,-) este un corp comutativ, adică 


1.” +” este asociativă: V x,y,z E€ K (x+y)+z=7x+(y+2), 
2.” +” este comutativă: Y x,y € K £t+y=y+7rx, 


3. există în K elementul 0 pentru care x+0 =x, vre, 


4.YxEK, 3—zxeEkK astfel încât: x +(—x) = 0, 
5.” -” este asociativă: V x,y,z E€ K (xy)z = z(yz), 
6.” -” este comutativă: Y x,y E€ K ty = yrz, 


7. există în K, elementul 1 pentru care x1 =x, VreK, 


8. VreK, x#0, 3x le K astfel încât rr ll =1, 
9. ” -” este distributivă faţă de” +”: VY x,y,z E€ K z(y+z)=zy+yz. 


A2.) ” <” este o relație de ordine totală pe K, care este compatibilă cu operațiile algebrice 
2 + » şi 2 ` ng 


1.” <” este reflezivă: x <x, VxEK, 

2.” <” este antisimetrică: V x,y E€ K, dacă x < y şi y <r >2r=y, 
3.” <” este tranzitivă: V x,y,z E€ K, dacă x < y şi yS<z>rSz, 
4. Yx, y EK xz<ysauy<r, 

5. Vx,y,z E K, dacăx <y> xr+z<y+z, 

6. Vxz,y,z E€ K şi0 < z, dacă x < y> zxz < yz. 


A3) Orice submulțime nevidă şi majorată a lui K admite o margine superioară exactă (axioma 
marginii superioare sau axioma Cantor - Dedekind). 
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Observaţia 1.1.2 7. Orice mulţime ce verifică A1, A2 şi A3 este izomorfă cu multimea K, pe 
care o vom nota R şi care se numeşte mulţimea numerelor reale. 

2. Ultima aziomă din definiția 1.1.3 constitue punctul de plecare în stabilirea rezultatelor de 
bază ale analizei matematice, ceea ce o separă de algebră. 


Teorema 1.1.1 regula semnelor în R. 
1. vVzeR, z>0> -—r <0; 


zr<O0= —xz>0 


2. VzyeR, 1r>0,y>0>zy>0 


z > 0,y <O0=zy<0 
z <0,y<0=>zy>0; 


3. vzeR, get 02 30 


1#0>1>0; 


7 1 
4.WzeR, xz>0>z7>0 


z<0=>1<0; 


5. Vz,yeR, z>0, y>0şgiz+y=0>x=0şiy=0. 


DEMONSTRAŢIE: 


1. 


. Dacă z Æ 0, atunci z? = z x => l 


„Dacă x > 0, 1=7x 


. Dacă x > 0, y>0şir+y=0> 


Dacă z > 0, 0 = (=x) + xz > (—x) +0 = -r > —z < 0 
Dacă z < 0, 0 = (=x) + x < (—x) +0 = -r > -r > 0. 


. Dacă x > 0 şi y > 0, atunci ry > x0 =0>zxzy>0. 


Dacă z > 0 şi y < 0, atunci z > 0 şi —y > 0, deci r(—y) > 0 => -zy >0=>xy<0;xz<0 
şi y<O=z<Oşi —y>0=> —ry<0=>zy>0. 


dacă xz >0= zr? >0 


aone osa en OU Lp 0 aA 


1 


z > 0. Presupunând că 1 < 0, rezultă 1 = ci < 0, ceea ce este fals, 


deci 1 >0. 


1 


Dacă x < 0 = z <0 se arată în mod analog. 


PZG” b> -v20 y <0 si cum y > 0, rezultă 
y = 0, care împreună cu z +y =Q ne d3 0 


Definiţia 1.1.4 O submulțime I C R se numeşte inductivă dacă 0 € I şi pentru orice x € I = 
cr+lel. 


Teorema 1.1.2 FEristă o singură submulțime N C R numită multimea numerelor naturale, care 
are următoarele proprietăți: 


1. 0e N; 


2. Dacă x EN =>x+1eN; 


3. Dacă ACR cu0e A şire A>r+le A, atunci NC A. 
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DEMONSTRAŢIE: Unicitatea. Presupunem că există două mulţimi N şi M care 


satisfac condiţiile din ipoteză. Conform proprietăţii 3 din enunţ avem N C R cu 
Oe N 0EM 
CN. 
n casei IREN De asemenea avem M C R cu iz RRIORTA E, 


N c M, adică M = N. 

Existenţa. Considerăm mulţimea A = {A C R|0 € A, dacă x € A >x +1 €A} #0. Dacă 
N = NaeaA, atunci 0 € N. 

Fie x E€ N > z E€ Nacsa A > rE A, VAEA =>xzr+1EA, YAEA=zr+1ENAecĘsA > 
r+1leN. 

Din N = Nacu A pentru orice A E€ A> NC A. 


Observaţia 1.1.3 a) Mulțimea N este cea mai mică mulţime inductivă din R (relativ la incluz- 
iune). 

b) Avem 0EN,0+1=1€EN,1+1=2€N,..., 

NT; le act ah: 

c) Folosind noţiunea de mulţime inductivă, se poate enunta principiul inducției matematice 
astfel: Dacă S C N este o mulţime inductivă, atunci S = N. 


Proprietăţi remarcabile ale mulţimii numerelor naturale N 


Teorema 1.1.3 1. Pentru orice x € N > zx > 0. Dacă x e N,x 70 atunci 3 y € N astfel 
încât 2 =y+1. 


2. Pentru orice x,y E N cu x < y => 3z € N astfel încât y = £ + z. 
3. Pentru orice x,y E N=z+yeN şizyeN. 


DEMONSTRAŢIE. 


1. Notăm R4 = {x € R|z > 0) mulţimea numerelor reale pozitive; R} CR şi 0 € R; 


zEeR, >x +1 €R. Din teorema 1.1.2 rezultă că N C R+, adică pentru orice z € N > 
x e R4. 


Multimea A = {0}U {x +1|x € N} CN. Evident 0 € A şi dacă x € A > xr +1€A. 
Din teorema 1.1.2 obţinem N C A, deci A = N. Aşadar pentru orice x € N, z Æ 0 avem 
x E{y+1|y EN} >3y €N astfel încât z = y + 1. 


2. Multimea A = {x € N| dacă x < y, 3J z € N astfel încât x +z = y} C N. Fie y E N 
cu 0< y => 0+y=y=> 0€ A. Fiex E A; dacă gx ENşir+1 <y => y #0 şi cum 
yeN=3yeN astfel încât y = y' + 1. 


Cum r+1 <y=>xr+1 <y +1 =x < y care împreună cu x € A ne dă că Iz € N 
astfel încât x +z = y' > (x+ 1)+z = (x +2z)+1=y +1 = y. Deci dz e N astfel încât 
(x+1)+z=5y>xr+1EA. 


Deoarece mulţimea A satisface proprietățile: 0 € A şi dacă x € A => x +1 € A, atunci 
conform teoremei 1.1.2 N C A, de unde A = N. 


3. Fie x e N şi A = {y E N|£ +y € N} CN. Cum z=r+0ENs>s0eA Dacă 
yEeEA>r+yEN>s(r+y)+1lEN>szr+(y+1l)EN>y+1EA. 


Deoarece mulţimea A satisface proprietățile: 0 € A şi dacă y € A => y +1 € A, atunci 
conform teoremei 1.1.2 N C A, de unde A = N. 
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Fie ze Nşi A= {y EN|zry eN} CN. Din0=z0e N=0e A.Dacăye A>zyeN; 
z(y+ 1) = zy+a e N, deoarece xy, x € N, deci y+ 1 € A. Deoarece mulţimea A satisface 
proprietăţile: 0 € A şi dacă y € A > y + 1 € A, atunci conform teoremei 1.1.2 N C A, de 
unde A =N. 


Teorema 1.1.4 Mulțimea numerelor naturale este bine ordonată, adică orice submulțime nevidă 
a lui N, ACN are un cel mai mic element. 


DEMONSTRAŢIE. Dacă 0 € A = 0 este cel mai mic element al lui A, deci N este bine 
ordonată. 

Dacă 0 g A considerăm mulţimea B = {x € N|x este minorant al lui AY = {x e N|z < 
y, Yy € A} CN, B7Z0,(0e B). B nu are proprietatea: dacă ze B > x +1 € B, deoarece 
în acest caz ar rezulta B = N, ceea ce este fals. Prin urmare J x € B astfel încât x +1 Z B. 
Arătăm că xz + 1 este cel mai mic element al mulţimii A. 

Dinz € B>z< y, YyE A=>xz+1< y, Vye B adică z+ 1 este minorant al lui A. 
Din x+ 1 ¢ B = 3 yọ € A astfel încât yo < x + 1 care împreună cu x +1 < y, Vy E€ B ne 
dă z + 1 = yọ € A, deci x + 1 € A, și cum z + 1 este minorant al lui A, £x + 1 este cel mai mic 
element al mulțimii A. 


Obtinem astfel că mulţimea numerelor naturale N este bine ordonată. 


Teorema 1.1.5 Proprietatea lui Arhimede (287 - 212 î.e.n). 
Mulțimea N a numerelor naturale nu este majorată în R, adică pentru orice x € R, există 
n E€ N astfel încât x < n. 


DEMONSTRAȚIE. Presupunem că există x € R care să majoreze mulțimea numerelor naturale. 
N fiind o submulțime nevidă majorată a lui R, conform axiomei lui Cantor-Dedekind, rezultă că 
există sup N = a astfel ca n < qa, pentru orice n € N. Cum nE N>n+1EN>n+1<a> 
n <a-—l < a ceea ce contrazice definirea lui a ca fiind cel mai mic dintre majoranții lui N, deci 
N nu este majorată în R. 


Observaţia 1.1.4 Spunem despre corpul numerelor reale că este un corp arhimedian (are loc 
axioma lui Arhimede). 


Dacă considerăm ecuaţia 
a+r=b, (1.1) 


unde a,b € N, observăm că pentru b < a această ecuație nu are soluții numere naturale. Din 
(1.1) z = b — a, deci operația inversă adunării, scăderea, nu conduce întotdeauna la un număr 
natural. Ecuatia (1.1) va avea întotdeauna soluţie într-o mulţime pe care o vom nota Z, care 
este alcătuită din elementele ...,—n,...,—2,—1,0,1,2,...,n,... şi care se numeşte mulţimea 
numerelor întregi. Avem N C Z, (Z,+) este grup comutativ, iar (Z,:) este semigrup comutativ 
cu unitate, aşadar (Z, +, -) este inel comutativ cu unitate. Multimea numerelor întregi este total 
ordonată faţă de relaţia de ordine <. 
Dacă a,b € Z, a Æ 0 ecuaţia 
axz=b (1.2) 


nu are soluţii numere întregi decât atunci, când aļb. Din (1.2) z = A deci operația inversă 
înmultirii, împărţirea, nu conduce întotdeauna la un număr întreg. Ecuația (1.2) va avea întot- 
deauna soluţie într-o mulţime pe care o vom nota Q, numită mulțimea numerelor raţionale şi care 


este alcătuită din mulţimea numerelor întregi şi mulţimea numerelor de forma d a,beZ, a70, 
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b 


Q= {2 la,beZ, az o} . Orice număr întreg b se poate scrie ca fracţie de forma 1. Prin urmare 
ZCQ. 

Mulțimea numerelor raţionale Q este corp comutativ în raport cu adunarea şi înmulţirea şi 
este ordonată faţă de relaţia de ordine < . 

Dacă pentru a,b € Q, a Æ 0 ecuaţiile (1.1) şi (1.2) au soluţii numere raţionale, ecuaţia z? = a 
nu are întotdeauna soluţie raţională. De exemplu, pentru a = 2 nu există nici un număr raţional 
al cărui pătrat să fie 2. Presupunem că ar exista x € Q astfel ca 


g? = 2. (1.3) 
Îl considerăm pe x scris sub formă de fractie ireductibilă, adică x = A p,q E Z, q4 Æ 
0, (p,q) =1. 
Din (1.3) obținem 
2 
(2) SP e a (1.4) 
q 


deci p? trebuie să fie număr par, adică p este număr par, p = 2m. Înlocuind în (1.4), avem 

4m? = 292, de unde 2m? = q?, adică q? este un număr par, deci şi q este un număr par q = 2m. 

Atunci (p,q) = (2m, 2n) = 2(m,n) Z 1, ceea ce contrazice ipoteza făcută asupra lui p şi q. 
Numerele reale care nu sunt raționale se numesc numere iraționale. 


Definiţia 1.1.5 O mulţime A C R se numeşte densă în sensul ordinii în R, dacă pentru orice 
x,y ER x< y eristă a E€ A astfel încâtx <a < y. 


Teorema 1.1.6 Multimea Q a numerelor raționale este densă în sensul ordinii în R. 


DEMONSTRAȚIE: Fie x,y ER z< y şi notăm a = y— x > 0. Atunci conform teoremei 1.1.5 
există n € N, n Æ 0 astfel încât d < n, de unde și <o. 
Considerăm mulţimea A = fp e N| p > y} Z Ú şi fie m cel mai mic element din A. Avem 


magg Doley Dn sys niy 1 >y a=z>a sl ay. 


Teorema 1.1.7 Dacă x € R, atunci x = supir E€ Q|r < x}, respectiv x = inf{r e Q|r > az). 


DEMONSTRAŢIE: Fie A = {r € Q|r < x} 7, deoarece z — 1 € A. A fiind o mulţime nevidă 
şi majorată de numere reale, rezultă că există sup A € A; supA < xz > Jr € Q astfel încât 
supA <r < gx. Cum r € A => sup A <r şi sup A € A, ceea ce este fals, aşadar sup A = z. 


Teorema 1.1.8 Fie a € R, a > 0 fizat. Dacă pentru orice e > 0, e e Q avema < £, atunci 
a=0. 


DEMONSTRAŢIE: Dacă a Æ 0, atunci a > 0 şi, din proprietatea lui Arhimede, rezultă că 
există n € N” astfel încât na > 1. Dacă în enunţ luăm e = și, avem a < L de unde na < 1 şi 
astfel obținem o contradicție. Deci a = 0. 


Teorema 1.1.9 (lema intervalelor închise incluse) Fie Io D D,D ::: D În D... un şir descen- 
dent de intervale închise şi mărginite în R, In = [an, bn], n > 0. Atunci intersecția Nn>oIn este 
tot un interval. Dacă, în plus, liMn—=oo(bn — an) = 0, atunci intersecția Nn>oln este alcătuită 


dintr-un punct. 
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DEMONSTRAŢIE: Considerăm A = {an |n > 0) şi B = {bn |n > 0}, 
ao < a1 < a2 < < DE bon < bn RI ni < ba < bi < bo. 


Multimea A este majorată de bo, iar mulţimea B este minorată de ag. Fie a = sup A şi b = inf B. 
Deoarece an < bm, V n,m E€ N avem 


an La<b<bn, Yn>0, (1.5) 


deci [a,b] C In, Y n > 0, de unde [a,b] C Nn>o0 m. 
Dacă limp—>oo(bn — an) = 0, atunci din (1.5) obţinem inegalităţile 


0<b—aK< bn — an =>a =b, 
aşadar Nn>oln = {a}. 


Lema 1.1.1 Lema lui Cesaró (1859-1906) 
Orice şir mărginit de numere reale conține un subşir convergent. 


DEMONSTRAŢIE: Fie (£n) un şir mărginit de numere reale. Atunci există numerele reale 
a,b E R, a < b astfel încât xn € [a,b], YV n € N şi considerăm c = 2 $b. Dintre intervalele 
la, c], respectiv [c, b] îl alegem pe acela care conţine o infinitate de termeni ai şirului £n. Notăm 
intervalul ales cu J = [a1, b1]. 


—a 
2 


a<a<bı <b, bi -a = 


Fie q = % + bi, Dintre intervalele [a1, c1], respectiv [c1, bi] îl alegem pe acela care conţine o 
2 P gem p 


infinitate de termeni ai şirului £n. Notăm acest interval cu I2 = [a2, b2]. 


b—a 


GE ăjS a <a Shi Sb ba dai > pa 


Folosind procedeul de mai sus construim inductiv un şir de intervale închise In = |an, bn] cu 
următoarele proprietăţi: In conţine o infinitate de termeni ai şirului £n, 


a = ap <a Lag L: Llan te bn L < ba < bi < bo d 


şi bn — an = baut, YVnenN. 
Conform teoremei 1.1.9, rezultă Nnenln = 16). 
Din construcţia intervalelor I„ există un şir strict crescător de numere naturale no < nı < 


> < Np <... astfel încât zn, € Ip, p E N. Deoarece za, E E Ip avem |zn, — €| < Sa, Ype 
N, de unde rezultă că £n, > £. 


1.2  Mulţimi numărabile 


Definiţia 1.2.1 Două mulţimi A şi B se numesc echipotente dacă există o aplicaţie bijectivă 
f: A— B. Dacă A şi B sunt mulţimi echipotente, atunci vom nota A ~ B, iar relaţia ” ~” se 


numeşte relaţie de echipotență. 


Teorema 1.2.1 Relaţia de echipotenţă este o relaţie de echivalență pe clasa mulțimilor. 
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DEMONSTRAŢIE: 


1. A ~ A, pentru orice mulţime A, deoarece aplicaţia identică 14 : A — A este o bijectţie, 
deci ” ~” este reflexivă.. 


2. Dacă A ~ B, atunci există o aplicaţie bijectivă f : A — B. Cum inversa ei fl: B — A 
este, de asemenea, bijectivă, avem B ~ A, deci ” ~” este simetrică. 


3. Dacă A ~ B şi B ~ C, atunci există două aplicaţii bijective f : A— B şi g: B > C. 
Aplicația go f : A — C este, de asemenea, bijectivă şi obținem A ~ C, adică ” ~ ” este 
tranzitivă. 


Din 1, 2 şi 3 deducem că relaţia de echipotenţă ” ~ ” 


mulțimilor. 


este o relație de echivalență în clasa 


Definiţia 1.2.2 1. O mulţime A se numeşte finită, dacă există un număr natural n € N astfel 
încât An {1,2,... n} sau A = Ú, şi infinită în caz contrar. 


2. O mulţime A se numeşte numărabilă dacă A ~ N şi nenumărabilă dacă este infinită şi nu 
este numărabilă. 


3. O mulţime A este cel mult numărabilă dacă A este finită sau numărabilă. 


Observaţia 1.2.1 1. Două mulţimi finite sunt echipotente dacă şi numai dacă au acelaşi 
număr de elemente. 


2. Dacă mulţimea A este numărabilă şi f : N — A este o bijecţie, iar f(n) not an, n EN, 


atunci elementele mulţimii A formează un şir infinit de elemente diferite a1, a2,..., an... 
Aşadar mulţimea A este numărabilă dacă şi numai dacă toate elementele ei formează un 
Sir Qi. 


3. Orice submulțime infinită a unei mulţimi numărabile este numărabilă. 


4. Orice submulțime a unei multimi cel mult numărabile este cel mult numărabilă. 


Exemplu 1.2.1 1. Mulțimea numerelor naturale N este numărabilă. 


2. Mulţimile numerelor pare respectiv impare sunt numărabile. 


Corespondenţele n — 2n, respectiv n — 2n + 1 sunt bijective. 
Definiţia 1.2.3 Pentru orice mulţime A se numeşte cardinalul lui A şi se notează |A|, clasa de 
echivalență a lui A, adică familia tuturor mulțimilor echipotente cu A. 
|A| = {B| A~ B}, unde A, B aparţin clasei mulțimilor. 
Observaţia 1.2.2 1. |A|=|B|loA-B. 
2. Ø| = 0, iar | 2 act =n. 


3. Cardinalul mulţimii numerelor naturale se notează |N| = No (alef zero). 


Teorema 1.2.2 Reuniunea numărabilă de mulţimi numărabile este o mulţime numărabilă. 
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DEMONSTRAŢIE: Fie An, n € N un şir de mulţimi numărabile. Deoarece fiecare mulţime 
An, n E€ N este numărabilă, rezultă că se pot numerota elementele ei sub forma A, = 
da? a5,...,a5,...Y. Putem presupune că mulțimile sunt disjuncte două câte două; dacă un 
element apare în mai multe mulţimi îl menţinem numai în prima mulţime în care apare, iar în 
restul mulțimilor îl înlăturăm. 

Formăm următorul tabel, în care liniile sunt alcătuite din elementele mulțimilor Ap: 


Ao “| a2 e a? Q2 e 
3 P 3 3 3 

A3 a3 a3 a3 a3 eee 
4 Pa 


Luând elementele din tablou în ordinea indicată de săgeți, formăm şirul at, as, a?, a3, 
az, al, al, až, a3, at, .... Oricare ar fi un element a”, al unei mulţimi An, m € N, el aparţine aces- 
tui şir. Prin urmare, şirul de mai sus conţine toate elementele reuniunii Un>1 An, deci Un>1 An 


este numărabilă. 


Teorema 1.2.3 Produsul cartezian al unui număr finit de mulţimi numărabile este, de aseme- 
nea, numărabil. 


DEMONSTRAŢIE: Este suficient de arătat că produsul cartezian a două mulţimi numărabile 
A] şi Ao este numărabil. Cum A este mulţime numărabilă, putem numerota elementele ei de 
forma A1 = {a1,a2,...,an,... }. Atunci Ai x A2 = Un>1{an} x A2. Multimea {an} x A2 este 
echipotentă cu As, prin urmare, este numărabilă. Astfel, produsul A x A> este o mulţime 
numărabilă de mulţimi numărabilă şi, conform teoremei 1.2.2, el este numărabil. 


Teorema 1.2.4 Mulţimile Z şi Q sunt numărabile. 


DEMONSTRAŢIE: Cum aplicaţia f : N— Z definită prin 


5 „ dacă n este par 
fn) = 
—h $ 1 , dacă n este impar 


este o bijecţie, rezultă că mulţimea numerelor întregi este numărabilă. 
N ~ N* deoarece, dacă considerăm aplicaţia g : N — N* g(n) = n+1,n € N, ea este o bijecţie. 
Aşadar, N* este şi ea numărabilă. Conform teoremei 1.2.3 mulţimea Z x N* este numărabilă. 
Aplicația h : Z x N* — Q definită prin h(p,q) = E fiind o bijecţie, rezultă Z x N* ~ Q şi, 
deoarece N ~ Z x N*, rezultă N ~ Q, adică mulţimea numerelor raţionale este numărabilă. 


Teorema 1.2.5 Mulțimea numerelor reale R nu este numărabilă. 


DEMONSTRAŢIE: Presupunem prin absurd că mulţimea numerelor reale ar fi numărabilă, 
adică ar exista o bijecţie f : N—R f(n) = a, n e N. Scriem elementele an ca fracţii zecimale 


An = En; Deac Depp ep E N, unde (Bas i a = C {0,1,2,...,9}, £n E Z. 
Considerăm elementul b = 0, b1b2b3 ..., unde b1 Æ zau, bo Æ £22, b3 Æ £33 etc. Cum b €E R, 
există p > 0 astfel încât b = xp, adică 0, b1b2b3:-- = £p, Ep1Tp2 - - - Epn --- => bp = pp» ceea ce 


contravine alegerii cifrelor bp. Aşadar, mulţimea numerelor reale R nu este numărabilă. 
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Corolarul 1.2.1 Mulțimea numerelor iraționale R — Q nu este numărabilă. 


DEMONSTRAŢIE: Presupunem că R — Q este numărabilă. Deoarece R = QU (R -— Q) şi Q 
este numărabilă, conform teoremei 1.2.2 ar rezulta că R este numărabilă, ceea ce este fals. 


Corolarul 1.2.2 Orice interval deschis (a, 6), unde a < 8 este mulţime nenumărabilă. 


Capitolul 2 


Spaţii metrice 


2.1 Spaţii metrice 


Spațiile metrice formează o clasă importantă, de spaţii topologice. Datorăm această noţiune 
matematicianului M. Frechet (1878-1973) care, introducând noţiunea de distanţă între obiecte 
matematice de acelaşi tip, ne permite să vorbim de distanţa nu numai între două puncte din 
plan. 


Definiţia 2.1.1 Fie X o mulțime nevidă. O funcţie d: X x X — R cu proprietăţile: 
(D1) d(z,x)=0, Vzeă; 
(D2) d(z,y) = d(y,z), YVx,y EX (simetrie); 
(D3) d(x,y) <d(z,2)+d(z,y), V z,y,z E€ X (inegalitatea triunghiului); 
se numeşte semimetrică (sau semidistanţă). Dacă, în plus, d verifică şi 
(D4) d(x,y) =0=>zr=y, Vaiye.ă, 
atunci d se numeşte metrică (sau distanţă). 


Observaţia 2.1.1 1. Dacă în (D3) punem x = y obținem: 
d(x, x) < d(x,z) + d(z, x£), YV x,z E€ X, de unde d(x,z) > 0, Y z,Zz E X. 
2. Putem reduce numărul de axiome care caracterizează noțiunea de semimetrică. Astfel 
(D2) şi (D8) sunt echivalente cu (D2') 
(D2): d(z,y) <d(z,2)+d(y,z), Y z,y,z E€ X, deci (D1) + (D2) + (D3) e (D1)+(D2). 
Evident (D2) + (D3) > (D2'). Reciproc, luăm în (D2') z = x şi obţinem 


d(x,y) < d(x, x) + d(y,x) = d(x,y) < d(y, £) 
Dacă inversăm pe x cu y avem d(y,x) < d(x,y), deci d(x,y) = d(y, x), adică (D2). 


Definiţia 2.1.2 O pereche (X,d), unde d: X x X — R este o metrică (semimetrică) se numeşte 
spaţiu metric (semimetric). Elementele unui spaţiu metric se numesc puncte. 


Observaţia 2.1.2 1. Dacă perechea (X,d) este un spaţiu metric şi A C X este o submulțime 
nevidă a lui X, atunci perechea (A, d) este un spaţiu metric. 


2. Pe o mulţime nevidă X pot fi definite mai multe distanţe, după cum vom constata mai jos, 
deci mai multe structuri de spaţiu metric. Atunci, când nu este pericol de confuzie, spaţiul 
metric (X,d) va fi notat cu X. 
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În continuare vom da câteva exemple de spaţii metrice. 

1. (R,d) este un spaţiu metric, unde d: R x R —> R d(z,y) = |x — y|, V x,y € X este 
metrica euclidiană. 

2. (C,d) este spațiu metric relativ la metrica euclidiană d: C x C —> R, d(z21, 22) = |z1 — 
z2lļ, V z1, 22 E C. 

3. (R”,C) este spațiu metric, unde metrica euclidiană d : R” x R” — R se defineşte astfel: 
YV g= (z1, Bataia) E R”, Vy= (y1, Y2,...-, Yn) E R” 


r 1/2 
d(z,y) = [Ee 2 J | 


i=1 


Verificarea proprietăților (D1), (D2) şi (D4) este imediată. 
Pentru a verifica (D3) fie x = (za, £2, ..., Zn), Y = (Y1, Y2; -< , Yn) Şİ Z = (21, Z2; -< -, Zn) E R”. 


Sai zi 2 < De — zi)” 


i=1 i=1 


1/2 


(D3) > + 


x 1/2 
X (a — J (2.1) 


i=1 


Notăm z; — zi = a; şi zi — yi = bi, i= 1,n. Atunci relaţia (2.1) devine 


n 1/2 n 1/2 ñ 1/2 
[Ee +) < DCA + 3 = 
< N (ai +b)? < a +X b +2 Sat $ J < 
a i i=1 i A T i=1 : E A : 
i=l i=l i=1 i=1 i=1 i=1 


care nu este altceva decât inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz. 
Observăm că spatiile metrice (R?, d) şi (C, d) cu distanţele euclidiene sunt identice. 
4. (R2, d) este un spaţiu metric, unde d: R” x R” — R 


n 
d(x,y) = X |z: — yil Va = Gista Er) y= (Y1; Y2,- -- Yn) Ee R” 
i=1 


este metrica Manhattan (distanţa "poştaşului"). 
5. (R”,d) este un spaţiu metric relativ la distanta d: R” x R” — R 


d(x,y) = max |x; — yil, Vr= (£1, Dare e En), y= (Y1, Y2,- -< Yn) ER”. 


i=1,n 


6. Fie A € Mm,n (R). Orice matrice din Mm,n(R) poate fi identificată cu un vector din 


parn 
a11 Q12 Qin 
a a a 
A = 21 22 2n e 
Am1 Am2 (mm 
= (a11412 + e Aln e e + 4214022 . . . An . - -AM1IAM2...- amn). 
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Cum pe R™” am introdus deja 3 metrici, rezultă că putem defini distanța între două matrici 
folosind cele 3 metrici. 
7. (R”, d) este un spaţiu metric, unde d: R” x R” —> R 


d(x,y) = ja zi — yil” 
i=1 


y = (Y1, Y2,- --,Yn) E R” este metrica Minkowski (1864 - 1909). 
Verificarea proprietăţilor (D1), (D2) şi (D4) este imediată. Pentru a arăta că are loc şi (D3) 
vom folosi următoarele inegalităţi. 


1/p 
, Yp 1, pER, Yz = (z1,£2,..., £n), 


Lema 2.1.1 Fie a,b E R} ṣi p,q > 1 astfel încât 2 + l = 1. Atunci 
aP? bI 
ab < — + —. 
P q 
DEMONSTRAŢIE: Functia f : (0,00) —> R 
2e x 
fa) = + 
P q 


1 1 
este derivabilă şi are un minim în punctul x = 1. Pentru z = a«b r avem 
Td l æ 1 a 
1= f(0) < f (ab P) = aib! + ator. 
P q 


aP” , bI 
A 


Cum Ẹ§ =p 1 şi $=q 1, rezultă ab < 


1 


Lema 2.1.2 Fie a;,bi E€ R}, i = 1,n ṣi p,q > 1 astfel încât 2 pL Atunci 


n n 1/p fn 1/q 
`> aibi < - e ja J inegalitatea lui Holder (1859 - 1937). 


DEMONSTRAŢIE: Presupunem că cel puţin un a; Æ 0 respectiv, b; 70. Fie a = 


bi 


şi b = a: 
[Er b 
Folosind lema 2.1.1 pentru a şi b obținem 
aibi E a! b; EE 
= n l n , > gat dee 
Erig. prat PE Ab 
Însumând după i avem 
Dia libi < i 04 + Dibi _l 4 l 1 
— n n ) 
D d Da Pia aid Pa 


de unde 


n n 1/p n 1/q 
caii fa g $ 1 | 
i=1 i=1 


i=1 
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Lema 2.1.3 Piea;,b; E R4, i= 1,n şip> 1. Atunci 


De +b)” < ja a 
i=1 


i=1 
DEMONSTRAȚIE: Dacă p = 1 obținem chiar egalitate. Pentru p > 1 avem 


1/p 1/p 


n 1/p 
+ 5 J inegalitatea lui Minkowski. 
i=1 


X (ai +b) = 5 (u + bi)?! (a; + b;) = X (ai + bi)? la; + X (a; + b1)? tb; < 
i=1 i=1 i=1 i=1 
n !/P [n pa 
Pp 
Soa B ((ai +b) PE] + 
i=1 i=1 
n 1/p n r 
P 
t Se B (Cai + bi)? J E 
i=1 i=1 
n = n 1/p n 1/p 
i=1 i=1 i=1 
de unde rezultă 
n 1/p n 1/p n 1/p 
Se +P] < È d| +N 8E 
i=1 i=1 i=1 


Fie z = (£1,..., 2n), Y = (Y1, ---;Yn) Şİ Z = (21, Z2,- , Zn) E R”. 


n 1/p n n 1/p 
(D3) e B [zi — n”! < > [zi — 4|P Š la- url (2.2) 


i=1 i=1 i=1 


-+ 


Notăm a; = zi — zi şi bi = zi — yi, i = 1,n. Cu notaţiile făcute 2.2 devine 


n n n 1/p 
pasi < pă Sl | 
i=1 =l =l 


ceea ce este adevărat folosind inegalitatea lui Minkowski. 


1/p 
+ 


1/p 


Observaţia 2.1.3 Dacă nu va fi precizat vom subînţelege pe R” distanţa euclidiană. 


8. Pentru orice mulţime nevidă X, (X,d) este spaţiu metric, unde d: X x X —> R 


1, dacă xz#Æy 
numeşte spatiu metric discret. 

9. Hipercubul de dimensiune n. 

Fie B = 10,1) codul binar. Multimea B” = B x B x--- x B se numeşte hipercub de 
dimensiune n. Orice n-uplu z € B”, £ = (£1, £2,..., £n) = T122... n reprezintă un cuvânt de 
cod de lungime n. Definim adunarea modulo 2 în B şi o extindem la elementele din B”. Astfel 
V x,y E€ B”, x = (£1, £2,...,Zn); Y = (Y1, Y2,- --; Yn), £L D y = (£1 By, P Y2, ..., En Ð Yn). 
Pentru V x,y e B” se defineşte d(x, y) = >; zi; ® yi, adică numărul de componente ale lui x şi 
y care nu coincid. 


0, dacă z= Ă i f : 
d(x,y) = l i tit EA „ Vx,y E€ X, este metrica discretă. Un astfel de spaţiu metric se 
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Se verifică uşor că (B”, d) este un spatiu metric d, unde d se numeşte distanţa Hamming 
(1915 - 1998). 

Hipercubul de dimensiune 2 este pătratul având latura de lungime 1 şi ca vârfuri cuvintele 
de cod 00, 01, 10, 11. Hipercubul de dimensiune 3 este cubul obişnuit de latură având lungimea 
1, iar ca vârfuri cuvintele de cod 000, 001, 010, 100, 011, 101, 110 şi 111. 

Mulțimea B” are o interpretare remarcabilă şi anume B” ~ A,, unde A, este mulţimea. de 
numere naturale 10,1,2,...,2" — 1). Orice număr £x € A, are o reprezentare unică de forma 
m = De a;27} cu a; € B şi poate fi astfel identificat cu punctul aiaz... an E€ B”. 

10. Proiecția stereografică. 


Fie o sferă în R* cu centrul în O(0, 0,0) şi N extrem- A 
itatea cealaltă a diametrului ce trece prin O. Orice punct 
z din planul complex xOy va fi proiectat într-un punct P 
de pe sferă prin intersecţia sferei cu dreapta Nz. Astfel 
fiecărui punct din plan îi corespunde un punct de pe sferă 
şi, reciproc, fiecărui punct de pe sferă îi corespunde un 
punct din plan. Această corespondenţă este o corespon- 
denţă homeomorfă. 

Definim o metrică pe C (alta decât metrica în plan) 
numită metrica sferică în C astfel: 


N(0,0, 1) 


6: CxC-R 


2z — z! Figura 2.1: 
ô(z, z") = d(P, P') = d 


VIF REVI FIZE 


unde d este metrica euclidiană în R3. 

Această operație, prin care punctele din plan se pun în corespondență cu punctele sferei, 
se numeşte proiecție stereografică prin polul N, iar sfera se numeşte sfera lui Riemann (1826 - 
1866). 

Dacă z € C se îndepărtează de originea O (|z| — 00), atunci punctul P se apropie pe sferă 
de punctul N şi vom identifica elementul de la infinit cu N de pe sferă. În acest fel în planul 
complex vom vorbi de un singur punct la infinit. 

C = CU {c0} se numeşte planul complex compactificat. 

Punctul P are coordonatele 


plis 2t La 2y po ku zl 
2 +y? +1 1= Fy æ +y? +l 


Invers, orice punct P Æ N al sferei va determina un singur punct z € C prin intersecţia dreptei 
NP cu planul £ = 0. Dacă P are coordonatele P(£, n, C), atunci z = si 

11. Fie A o mulțime nevidă, A C R”. 

(M(A),d) este spaţiu metric, unde M (A) este mulţimea funcţiilor numerice, reale, mărginite 
definite pe A, iar d: M(A) x M(A) — R definită prin d(f, g) = supzea |f (£) — glx)|, Y f,g e 
M(A) este distanţa uniformă. 

Verificarea condiţiilor (D1), (D2) şi (D4) este imediată. Arătăm că are loc şi condiția (D3). 
Avem inegalităţile evidente V f,g,h e M(A),V ze A 


|f(z) — gta) < |f) — h(a)l + (a) — gl2)| < sup |/(2) — g(2)] Eeu | Hz) — g(2)]. 
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Atunci 
sup |f (x) — g(x)| < sup |f(2) — h(x)| + sup h(z) — g(x), 
zEA z]EA zEA 


adică d(f,9) < d(f, h) + d(h g), Y f, g,h e M(A). 
12. (C*([a,b]),d) este spatiul metric, unde C*([a,b]) = {f : la, b] = RI F, f', fr... FO 
sunt continue pe [a,b], k € N}, iar d: C*([a,b]) x C*([a,5]) = R este definită prin 


k 


d( f, g) = on |f (x) — gË (x)| metrica Cebâşev (1821 - 1894). 
zela, 
i=0 


2.2 Spaţii vectoriale 


Definiţia 2.2.1 Fie V o mulţime nevidă şi (K,+,:) un corp comutativ. Spunem că pe V s-a 
definit o structură de spațiu vectorial (sau spațiu liniar) peste corpul K, dacă s-au definit o lege 
de compoziție internă pe V, notată cu ®, 


VxV =V 
(vw) > vew 


şi o lege de compoziție externă, notată cu ©, 


KxV 
(a,v) => a 0v, 


care verifică următoarele axiome: 

(V1) (V,®) este grup abelian; 

(V2) (a+B)ov=aovebov, Va, ß EK, VvevV; 

(V3) ao(veouw)=a0vQaoow, acK, Vv,wEV; 

(V4) aO(BßOv)=(abp)Ov, a,ßE K, YveV; 

(V5) Dacă 1 este elementul unitate al corpului K, atunci 1Ov =v, YveV. 

(V, K, 9,0) se numeşte spaţiu vectorial (liniar) peste corpul K sau K spaţiu vectorial. Ele- 
mentele lui V se numesc vectori, iar elementele lui K se numesc scalari. Dacă K = R, respectiv 
C, atunci (V, K, 9,0) este un spațiu vectorial real, respectiv complex. 


Exemplu 2.2.1 1. Dacă fizăm un corp (K, +,-), atunci pe acest corp avem o structură de K 
spaţiu vectorial. 


2. Dacă V = R”, K =R şi pentru orice x = (£1, £2,..., En), Y = (Y1, Y2;---; yn) ER” QER, 
definim cele două operaţii 


£ y= (£1 + Y1, T2 + Y2,- -En Yn) 
a OT = (Q£1,QT2,..., £n), 


atunci R” este un spațiu vectorial real n dimensional. 


3. Dacă V = C? ([a,b]) = {f : [a,b] > R| f continuă), K =R şi V f,g € C?(fa,b]), Va E R 
şi Vx E [a,b] definim cele două operaţii: 


atunci (C° ([a,b]), R, 9,0) devine spaţiu vectorial real. 
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4. (C*([a,5]), K, 0,0) este spaţiu vectorial real, unde O şi © sunt operaţiile definite la erem- 
plul 3. 


Convenim ca atunci, când nu se produce confuzie, operaţia internă, să fie notată cu ” +”, iar 
cea externă ” :” şi K-spatiul vectorial (V, K, +,-) să-l notăm cu V sau V/K. 


Definiţia 2.2.2 Fie V un K spaţiu vectorial real sau complex. O aplicaţie q: V — R ce verifică 
proprietăţile: 

(N1) q(v)>0, VveV şiqw)=0& v= Qy; 

(N2) a(v)=a(—v), vveV; 

(N3) qlvı + v2) < qui) + q(w2), V vı, v2 E V (proprietatea de subaditivitate), se numeşte 
cvasinormă. 

Dacă întărim condiţia (N2”) prin condiţia: 

(N2) a(aw) = |ala(v), Vv €V, atunci cvasinorma se numeşte normă. 


Observaţia 2.2.1 1. Y v1, v2,..., Un E V qQ; vi) < Xa glui). 
2. Y v1, v2 E€ V |a(vi) — g(v2)] < gwi = v2). 
3. Vom nota, în mod curent, norma prin ||- ||. 


Exemplu 2.2.2 Fie V = R” şi K =R. Pentru orice x = (£1, £2,...,£n) E R” se definesc 


n n 1/2 
leli = $ le: ale = b J ; Iza = max [i]. 
i=1 i=1 ER 


Considerăm un spaţiu vectorial real V şi o metrică d: V x V — R. Atunci (V, d) va fi spatiu 
metric. Fie funcţia q : V — R definită prin 


q(v) = d(v,0v) (2.3) 
şi presupunem, că distanța d este invariantă la translații, adică 
d(vı +v, v2 + v) = d(v1, v2), Yv, v, v2 E V. 


Deoarece d(v,0y) > 0 avem q(v) > 0, Y v € V; q(v) = 0 & d(v, 0y) = 0 & v = Oy din (D1) şi 
(D4) definiția 2.1.1, deci q verifică (N1). 

Vv E V q(v) = d(v,0v) = d(v — v, 0y — v) = d(0y,—v) = d(—v, 0y) = q(—v), adică are loc 
(N2). 

V v1, v2 E€ V q(v1 +02) = d(v1 +v2,0v) = d(v1, —v2) < d(v1, 0y) + d(0y, —v2) = q(v1)+qw2), 
deci q verifică şi (N3). 

Observăm că, pornind cu o metrică invariantă la translații, ajungem la o cvasinormă. Are 
loc şi reciproca, adică o cvasinormă determină o metrică invariantă la translatții. 

Fie q: V — R o cvasinormă pe spaţiul vectorial real V şi definim functia d: V x V — R 


d(vı, v2) = qui — v2) (2.4) 


Atunci 


VveV d(v,v) = qw — v) = q(0v) = 0 = (D1); 
Vu, v2 EV d(v1, v2) = q(v1 — v2) = q(v2 — v1) = d(v2, v1) => (D2); 
V v1, 02,03 EV d(v1, v2) = q(v1 — v2) = q(v1 — v3 + v3 — v2) < 

< q(vı — v3) + q(v3 — v2) = d(vı, v3) + d(v3, v2) = (D3). 
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Dacă v,w E€ V d(v1, v2) = 0 > gq(u — v2) = 0 => v — v2 Oy v1 v2 (D4); 
Vvv v EV d(vi +v, v2 +v) = qlvi +v — v — v) = qui — v2) = d(v1, v2), adică d definită 
prin (2.4) este o metrică invariantă la translaţii pe V. Deci metricele invariante la translaţii sunt 
generate de cvasinorme. 

Dacă în (2.3) considerăm că d este o metrică compatibilă cu înmulţirea cu scalarii, adică 
Va E K, Vu, E€ V d(aur,aw2) = |a|d(u1,v2), atunci q definit de (2.3) este o normă. Într- 
adevăr, q(av) = d(av,0y) = |a|d(a,0v) = |a|g(v), prin urmare are loc (N2). 

Dacă q este o normă, atunci metrica d definită de (2.4) este compatibilă cu înmulţirea cu 
scalarii. Într-adevăr, pentru orice v1, v2 € V,V a € K avem 


d(avı, av2) = qlavı — av2) = qla(vı — v2)) = jalq(vı — v2) = ļaļd(v1, v2). 


Astfel avem o corespondenţă biunivocă între metricele invariante la translaţii şi compatibile 
cu înmulţirea cu scalarii şi norme. Metricele care au fost introduse la exemplele de la spaţii 
metrice sunt induse de norme (distanţa sferică nu este indusă de nici o normă) şi, la rândul lor, 
induc norme. 


Definiţia 2.2.3 Un K spaţiu vectorial pe care s-a definit o normă se numeşte spaţiu vectorial 
normat. 


Definiţia 2.2.4 Fie (V,K,+,:) un spațiu vectorial, unde K = R sau C. O funcție (-,-) : 
V x V — K se numeşte produs scalar dacă sunt satisfăcute următoarele proprietăți 


PI (za) 0, Va eV i (x,xz)=0& z=; 
P2 (x,y) = (V,7),vazyevV; 

P3 (x+y,z)=(z,z)+ (y,z), Y z,y,zE€ V; 
P4 (az, y)=qalz, y), Ya E K,Yzx,yEV. 


Exemplu 2.2.3 În spaţiul vectorial real R” functia 
n 
(2,4) = ai Si taas a) Y = (Y1, Y2,- --; Yn) E R” 
i=1 


este un produs scalar pe R”. 


Definiţia 2.2.5 Un spațiu vectorial pe care s-a definit un produs scalar se numeşte spațiu pre- 
hilbertian. 


Teorema 2.2.1 Inegalitatea Cauchy - Buniakovski - Schwarz. 
Dacă (V,K, +,- ) este un spațiu prehilbertian înzestrat cu un produs scalar (-,-), atunci 


(x, y)| < v (z, £) (yy), Yz,yEv. 


DEMONSTRAŢIE. Fie x,y € V şia € C. Avem 


0 < (az +y, az +y) = |a|?’ (x, x£) + a(x, y) + alz, y) + (yy) (2.5) 
Dacă (x,y) = 0, atunci relaţia din enunţ are loc. Dacă (x,y) Z 0, atunci în (2.5) fie a = 
EE E€ R. Avem t(x, x) + 2t](z,y)| + (y, y) > 0, V t € R dacă şi numai dacă |(x, y)? < 
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Teorema 2.2.2 Orice spaţiu prehilbertian este un spaţiu normat. 


DEMONSTRAŢIE: Fie (V, K, +, : ) un spaţiu prehilbertian înzestrat cu un produs scalar (-, -) : 
V — K şi definim funcţia || - |: V > R ||z|| = y (z, x). Arătăm că funcţia || - || este o normă. 
Avem 


r| =0 & y(z,z)=0 (e) == 

az|| = y (az, ax) = yaā(z, x) = yla|?(z, x) = |a|y(z, £) = lalllzl| 
etal = etui ty E= n ra AE E= 

= _|iæll? + llul? + (2,9) + (29) = zl]? + ly l| +2Re(z,y) < 

< lel? + lul? +2, < ell? + yl? + 2l lull = (dell + lulh? 


adică ||z + |] < lzl + Ilyll- 


2.3 Topologia indusă de o metrică 


Definiţia 2.3.1 Fie X un spațiu metric, x € X un punct fixat şi r > 0 un număr real pozitiv. 
Multimea S(x, r) = {y € X |d(x,y) < r} se numeşte sferoid deschis centrat în x de rază r. 


Exemplu 2.3.1 1. Fie X =R, x<xERşir>0. 
S(x,r)={y ER||zr—-yļ|<r}=(x-r,zx+r). 


Aşadar, sferoizii deschişi din R sunt intervalele deschise din R. 
2. Fie X = R”, x = (£1, £2,...,£n) E X şir >Q. 


S(z,r) = {y = (Y1, Y2,- -,Yn) E R” | (yi — x1}? < r°}. 
Pentru n = 2 sferoizii din R? reprezintă discurile din R?, iar pentru n = 3 sferoizii din RÌ sunt 
sferele pline din RÈ. 
3. Fie X = CO([a,b]), f e CO([a,b]) şir >0. 


S(f,r) = {g e C° (fa, b]) | d(f, g) < r} = {g e C%([a,5]) | a |f (æ) — g(2)| < r}. 
g E S(f,r) > |f(z)- gl(z)| <r, Yz eE [a,b] = f(x)-=r < glz) < f(x)+r, ze A, 
aşadar S(f,r) este mulţimea funcţiilor g ce au graficul situat între graficele funcţiilor f —r, f +r. 
Fie X un spaţiu metric. 


Definiţia 2.3.2 Se numeşte vecinătate a punctului x E€ X orice mulţime V C X pentru care 
ezistă un sferoid deschis centrat în x, adică 3 S(x,r) C V, r >0,r ER. 


Pentru orice z € X notăm Vy = {V C X |V vecinătate a punctului z € X}. 


Observaţia 2.3.1 Orice sferoid cu centrul în x este o vecinătate a lui z. 
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Teorema 2.3.1 Proprietăţile vecinătăţilor unui punct, într-un spațiu metric X. 

1. YV E€ Vr avemzEV; 

2. Dacă V € Vr si V C U, atunci U € Vrz; 

3. Dacă Vi, V2 E€ Vz, atunci Vi O V2 E€ Vz; 

4. Dacă V € Vr, atunci 3U E€ Vr, U CV astfel încât V y E€ U, V € Vy 

5. Dacă x # y, x,y € X, atunci I V € Vr ṣi V € V} astfel încât V NU = (proprietatea 
Haussdorf). 


DEMONSTRAȚIE: 1. evident. 

2. Dacă V € Vz, atunci 3r > 0 astfel încât S(x,r) C V. Cum V CU rezultă că 3r >0 
astfel încât S(x, r) C U, de unde U € Vz. 

3. Din V; € Vz, i = 1,2 rezultă că există r; > 0 astfel încât S(x, ri) C Vi, V i = 1,2. Alegând 
r = min(r4,r2) > 0, avem S(z,r) C Vi N Və şi, deci, Vi N V2 E€ Vr- 

4. Cum V E Vr, rezultă că există r > 0 astfel încât S(z,r) C V. Dacă luăm U = S(x,r) € Vr, 
atunci aceasta satisface cerința. 

5. Întrucât z 7 y, rezultă d(x,y) > 0. Fie 
S(y,r) € Vy. Presupunem că V NU z 6, adică 
d(y,2) < r. Însă 


= ld(z,y) > 0 şi V = S(x,r) € Vz, U = 
ze VAU. Dinz E VAU > d(z,z) <r şi 


LU Ș 


2 1 
d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) < 2r = zd(z, y) > d(x,y) < 0, 


ceea ce contravine faptului că d(x,y) > 0. Astfel, presupunerea făcută este falsă, prin urmare, 
VAU=Ĵ. 


Definiţia 2.3.3 Fie X un spațiu metric. Submulţimea D C X se numeşte deschisă sau un 
deschis al spațiului X dacă D € Vz, V x e D, adică o dată cu orice punct al ei conține un sferoid 
centrat în acel punct. 


Teorema 2.3.2 Fie X un spațiu metric, a E€ X şir >0,r €R. Atunci S(a,r) este o mulţime 
deschisă. 


DEMONSTRAŢIE: Fie b € S(a,r), d(a,b) < r şi notăm rı = r — d(a,b) > 0. Pentru ca S(a,r) 
să fie o mulţime deschisă e suficient să arătăm că S(b, r1) C S(a,r). 

x E€ S(b, r1) > d(x,b) < rı =r — d(a,b) => d(x,b) + d(a,b) < r; d(x,a) < d(z,b) + d(a,b) = 
d(x,a) < r, adică x € S(a,r). 


Definiţia 2.3.4 Fie X un spațiu metric. O submulțime F C X se numeşte închisă sau un închis 
al spațiului X, dacă X — F = CxF este deschisă. 


Exemplu 2.3.2 1. Ø şi X sunt în acelaşi timp mulţimi deschise şi închise. 


2. Pentru X = R, a,b € Ra < b intervalele (a,b), (a,00), (—00,a) sunt mulțimi deschise, 
intervalele [a,b], |a, oo), (—oo,a] sunt mulţimi închise, dar intervalele [a, b), (a, b] nu sunt 
nici închise, nici deschise. Multimea Z C R este închisă, dar multimea Q C R nu este nici 
închisă, nici 


deschisă. 


2.3. Topologia indusă de o metrică 27 


3. Pentru X = R? mulțimile ((x,y) € R? |x? +y? < r°}, ((x,y) e R? |z? +y? > r}, 
{(x,y) E R? |r? < z? +y? < R?}, under, RER, r, R > 0, sunt multimi deschise, în timp 
ce mulțimile {(x,y) € R? |x? +y? < r?°}, {(x,y) E€ R? |£? +y? > r?°}, {(z,y) € R?|r? < 
x? +y? < R?} sunt mulțimi închise. 


Multimea formată dintr-un singur punct în R? este închisă ca şi multimea [a,b] x [c,d]. 


4. Fie Y un spațiu metric şi X C Y spațiul metric cu distanța indusă. O submulțime A C X 
este deschisă în X > 3 DCY deschisă astfel încât A = DA X. 


Definiţia 2.3.5 Dacă X este o mulţime şi T o familie de submulțimi ale lui X,T C P(X) ce 
verifică proprietățile: 


1.0, X €T; 
2. Orice reuniune de mulţimi din T aparține lui T, adică VA; ET, i € I avem UicrAi € T; 


3. Orice intersecție finită de mulţimi din T aparţine lui T, adică V A; ET, i€ I cul finită 
avem NicrAi ET, 


atunci spunem că pe X este definită o topologie 7, iar perechea (X, T) se numeşte spațiu topologic. 


Teorema 2.3.3 Fie X un spațiu metric şi T = {D C X|D mulţime deschisă] mulţimea de- 
schişilor din X. Atunci (X, T) este un spațiu topologic. 


DEMONSTRAȚIE: 1. evident. 

2. Fie D; e T, i € I mulţimi deschise şi notăm D = U;erD;. Dacă a € D, atunci J io € I 
astfel încât a € Di, şi, cum Dip este deschisă, 2 S(a,r) C Di, C D, aşadar D este deschisă. 

3. Fie D = NicrD; unde D; € T sunt mulţimi deschise, i € J, I finită. Dacă a € D, atunci 
a € Di, Vi € I. Cum D; sunt mulţimi deschise, rezultă că 3 S(a,r;i) C Di, V i € I. Luând 
r= minier ri > 0 avem S(a,r) C Di, Vi € I, deci S(a,r) C D, adică D este mulţime deschisă. 


Observaţia 2.3.2 Din teorema 2.3.3 rezultă că orice spațiu metric este în mod natural un spațiu 
topologic. 


Teorema 2.3.4 Fie X un spațiu metric şi F = {F C X |F mulţime închisă} mulţimea închişilor 
din X. Atunci (X,CF) este un spațiu topologic. 


DEMONSTRAȚIE. Cum F C X este mulţime închisă 4> Cz F este deschisă şi folosind formula 
lui de Morgan (1806 - 1871) şi teorema 2.3.3 rezultă cerința teoremei. 


Observaţia 2.3.3 1. Intersecţia unei familii infinite de mulţimi deschise nu este întotdeauna 


deschisă. Dacă considerăm mulțimile An = (-4, 1) „n > 1 ele sunt deschise, dar inter- 


secţia lor A = Nn>1 An = 10) nu este deschisă. 


2. Reuniunea unei familii infinite de mulţimi închise nu este întotdeauna închisă. Dacă con- 
1 
n? 
(0,1] nu este închisă. 


siderăm mulțimile 1 „n > 1 ele sunt mulţimi închise, dar reuniunea lor A = Un>1 An = 


3. Orice mulțime finită este închisă, ea fiind reuniune finită de mulţimi formate dintr-un 
singur element, care sunt mulţimi închise, într-un spaţiu metric. 
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Fie X un spaţiu metric şi A C X o submulțime a lui X. 
Definiţia 2.3.6 Un punct a € A se numeşte punct interior lui A dacă există un sferoid centrat 


O 
în a inclus în A, adică 3r € R, r > 0 astfel încât S(a,r) C A. Multimea A = {a E€ X | a este 
punct interior lui A} se numeşte interiorul lui A. 


Definiția 2.3.7 Un puncta € X se numeşte punct aderent lui A dacă orice vecinătate a punc- 
tului a are puncte din A, adică Y V € Va, VOA #0. Mulțimea A = {a € X |a punct aderent 
lui A} se numeşte aderenţa sau închiderea lui A. 


Definiţia 2.3.8 Un puncta E€ X se numeşte punct exterior lui A dacă este punct interior 


le) 
mulţimii CA, adică a ECA. Mulțimea punctelor exterioare lui A se numeşte exteriorul lui A şi 
se notează ExtA. 


Definiţia 2.3.9 Un punct a € X se numeşte punct frontieră al mulţimii A dacă nu este nici 
punct interior nici punct exterior lui A. Multimea OA = FrA = {a € X |a punct frontieră al lui 
A} se numeşte frontiera lui A. 


Definiţia 2.3.10 Un punct a E€ X se numeşte punct de acumulare al mulţimii A dacă pentru 
orice vecinătate V € Va a punctului a avem (V N A) — {a} 2 0. Mulțimea A' = {a e X | a punct 
de acumulare al lui A} se numeşte mulţimea punctelor de acumulare sau mulţimea derivată a lui 


A. 


Orice punct de acumulare al lui A este punct aderent al lui A, dar pot exista puncte aderente 
ale lui A care să nu fie puncte de acumulare. 

Un punct aderent a al lui A, care nu aparţine lui A, este în mod necesar punct de acumulare. 
Punctele lui A nu sunt în mod necesar puncte de acumulare. 

De exemplu, dacă A = (a), atunci a € A dar a nu este punct de acumulare al lui A, deoarece 
A nu conţine nici un alt punct diferit de a, deci nu verifică definiţia punctului de acumulare. 

Dacă o mulţime A dintr-un spaţiu metric are un punct de acumulare, atunci ea este infinită. 
Prin urmare o mulţime finită nu are nici un punct de acumulare. Există şi mulţimi infinite care 
nu au nici un punct de acumulare cum sunt N,Z. 


Definiţia 2.3.11 Un punct a € A se numeşte punct izolat al lui A dacă există o vecinătate a lui 
a ce are ca element comun cu A doar pe a, adică 3V e Va astfel încât V N A = {a}. 


Observaţia 2.3.4 1. ACACĂ; 
2. A'CAşi A=AUA,; 
3. FrA = ANCA. 
Exemplu 2.3.3 1. Fie X =R şi A = (0,1). Avem À = (0,1), Ā = [0,1], FrA = {0,1}. 
2. X=R şi A=N. Avem N= 1, Ñ =N, FPN =N. 
3. X=R şi A=Q. Avem Q= 0, Q =R, FQ =R. 


4. X =R? şi A= {(x,y) E R? |z? +42 <1}, atunci À = A, A = {(x,y) E R? |z? +42 <1}, 
FrA = { (x,y) E R? |£? +y? = 1}. 
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rola atunci A! = {0}, À = 0 Ale = IAA 
1 1 1 — 4 
forhi opb MASA. 


le) 
Teorema 2.3.5 Pentru orice submulțime A C X, A este cea mai mare mulţime deschisă inclusă 
în A, relativ la relaţia de incluziune. 


DEMONSTRAŢIE. Pentru orice a € Â notăm Da mulţimea, deschisă cu a € Da C A. Cum Da 
este deschisă, rezultă că A este vecinătate pentru orice y € Da, prin urmare, Da C À. Deoarece 
À = Uae A Da obtinem À mulțime deschisă. 

Fie D C A o mulţime deschisă. Dacă a € D C A, atunci a € À, deci D C Å, adică À este 
cea mai mare mulțime deschisă inclusă în A. 


Corolarul 2.3.1 O mulţime A C X este deschisă dacă şi numai dacă A = À. 


O 
DEMONSTRAŢIE: Dacă A este o mulţime deschisă şi, cum A este cea mai mare mulţime 
le) le) 
deschisă inclusă în A, obţinem A = A. Dacă A = A rezultă evident că A este mulţime deschisă. 


Teorema 2.3.6 Pentru orice A C X avem CA =CA şi CĂ = CA. 


DEMONSTRAŢIE: a € CA S&a g AS 3V €V astfel încât V N A =Ø IV € Va astfel 
încât V C CA a ECA, adică CA =CA. 
Pentru cea de-a doua relaţie avem: CCA =CCA A GA CEO AS GA. 


Teorema 2.3.7 Pentru orice A C X, A este cea mai mică multime închisă, relativ la relaţia de 
incluziune, care include pe A. 


DEMONSTRAŢIE: CA =CA şi, cum CA este mulţime deschisă, rezultă A mulţime închisă. 
Fie F C X o mulţime închisă astfel încât A C F. Atunci CF C CA şi CA =CAC CA. Dar, 


le) 
întrucât CA este cea mai mare mulţime deschisă inclusă în CA şi CF este o mulţime deschisă 
inclusă în CA, rezultă CF C CA, adică A C F. 


Corolarul 2.3.2 Pentru orice A C X mulţimea A este închisă dacă şi numai dacă A = A. 


DEMONSTRAŢIE: Dacă A este închisă avem A = A, adică A îşi conţine toate punctele aderente 
şi, cum A’ C A, A îşi conţine toate punctele de acumulare. 

Să admitem că A îşi conţine toate puctele de acumulare. Fie a € A şi presupunem că a ¢ A. 
Atunci a este punct de acumulare al lui A, deci a € A, contradicţie; rezultă deci că a € A. Cum 
a a fost ales arbitrar avem A C A, deci A = A, adică A este închisă. 


Corolarul 2.3.3 O mulţime A C X este închisă dacă şi numai dacă îşi conține toate punctele 
de acumulare. 


Exemplu 2.3.4 1. Pentru X =R şi A = [0,1] avem A = [0,1] = A, adică A este închisă. 
2. Mulţimile N, Z şi R sunt închise, Q însă nu. 


Teorema 2.3.8 Pentru orice A C X À = Upc AD, D deschisă şi A = Npa AF, F închisă. 
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DEMONSTRAŢIE: Dacă D este mulţime deschisă, D C A, rezultă că UpcaD este mulţime 
deschisă inclusă în A, deci Upca © Å. 

Fiea € À. Atunci există D € V, astfel încât D C A, deci À C UpcaD, D € va, de unde D 
este deschisă şi À= UpcaD. 


Teorema 2.3.9 1. O mulţime A C X este închisă dacă şi numai dacă OA C A 


2. O mulţime A C X este deschisă dacă şi numai dacă O(CA) C CA. 


DEMONSTRAŢIE: 1. OA = ANCA = AN CÀ = ANĂ, deci A = AU OA; A este închisă 
< A = A U A, adică OAC A. 
2. A este deschisă = CA este închisă > O(CA) C CA. 


Observaţia 2.3.5 1. Există mulţimi în R pentru care OA = A, de exemplu, ON = N, ðZ = Z. 
2. Fie X un spaţiu metric. Dacă A C B C X, atunci À CB şi A C B, dar în general 


FrA ¢ FrB. Dacă X = R, A = Q şi B = Qu [0,1] avem A C B, FrA = R, dar 
FrB = (—o00,0] U [1,00). 


2.4  Convergenţa în spaţii metrice 


Fie (X, d) un spaţiu metric. 


Definiţia 2.4.1 Orice aplicaţie f : N— X f(n) sei Zn, V n EN se numeşte şir de elemente din 
X şi se notează (£n)n sau simplu (zn). Pentru orice n € N, £n se numeşte termenul general al 
şirului (£n). 


Definiţia 2.4.2 Fie h : N— N o aplicaţie strict crescătoare. Se numeşte 
subşir al şirului (zn) din X orice aplicaţie g : N — X care realizează 
comutativitatea diagramei adică (f o h)(n) = g(n), V n € N, de unde g f 
avem g(n) = f(h(n)) = Erin) YnEN. 


X 
Exemplu 2.4.1 (£ən+1), (£n), (£n2) reprezintă subşiruri ale unui şir (£n) din X. 


Definiţia 2.4.3 Fie (£n) un şir de puncte din X şil € X. Spunem că şirul (zn) are limita l, 
sau că este convergent către l, dacă liMn—o d£n, l) = 0 sau d(zn,l) —> 0 pe R, n — œ. Notăm 
Tn — l pe X, sau dacă nu este pericol de confuzie £n — l. 


Observaţia 2.4.1 Definiții echivalente ale limitei de şiruri. 

Întrucât d(zn, l) ER, Yn EN avem: 
1. în >l&VYe>0, In(e) €N astfel ca VY n > n(e) d(£n,l) < £; 
2. tn >l&Ve>0, IJn(e) €N astfel ca Y n > n(e) £n e S(l,€) 
3. tn >lSVYV EV, Iny EN astfel ca VY n > ny tn EV. 


Teorema 2.4.1 Unicitatea limitei 
Orice şir de puncte convergent din X are limită unică. 


2.4. Convergenţa în spaţii metrice 31 


DEMONSTRAŢIE: Presupunem că girul convergent (£n) de puncte din X nu are limită unică, 
adică există lı Æ l2, l1,l2 e X astfel încât £n — lı şi £n > lo. 

Cum lı Æ l2, l1,l2 € X, conform proprietăţii Haussdorf, există Vi € Vy şi V2 e V astfel ca 
naV =Í. 

Din £n — lı şi £n — l2 folosind observaţia 2.4.1 punctul 3 pentru V1, respectiv V2 rezultă că 
există ny, ny, € N astfel încât £n E Vi, V n > ny, respectiv £n E€ V2, V n > ny,. Atunci pentru 
orice n > max(ny,, ny) avem £n € Vi N V2 = Í, ceea ce este fals, aşadar lı = l2. 


Observaţia 2.4.2 Limita unui şir convergent fiind unică se poate nota limp_so £n = l. 


Exemplu 2.4.2 1. Şirul tn = (t T? + F T a v3) A n > 1, din Rt, converge către 
[= (3,1,0, op deoarece 


1 

2 2 2 

n 1 n] 1 2 
a Ed IN E (72-1) 0. 
(z z) + (a ) ii Duc | E 


2. Intr-un spațiu metric discret un şir este convergent dacă şi numai dacă, începând de la un 
anumit rang, şirul este constant. 


dlti ty = 


Teorema 2.4.2 Orice subşir al unui şir convergent (£n), de puncte din X, are aceeaşi limită ca 
şirul (£n). 


DEMONSTRAŢIE: Fie (£p(n)) un subşir al şirului convergent (£n) din X, unde h : N — N este 
o aplicaţie strict crescătoare, h(n) > n, Y n €N. 

(£n) este convergent > Jle X, VV €V, 3ny EN astfel ca £n E V, Y n > ny. 

Întrucât h(n) > n avem h(n) E V, Y n > ny, adică Tain) > l. 


Caracterizarea mulțimilor închise cu ajutorul şirurilor 
Teorema 2.4.3 Fie X un spaţiu metric şi A C X o submulțime. 


1. Un punct l € X aparține lui A dacă şi numai dacă există un şir (£n) de puncte din A aşa 
încât £n —l pe X. 


2. Mulțimea A este închisă dacă şi numai dacă limita oricărui şir convergent de puncte din 
A aparține lui A. 


DEMONSTRAŢIE. 


1. Dacă l € A, atunci pentru oricen > 1 S (i, 1) NAZO. Fier, ce ANS (1, 1) n >. 
Obţinem un şir de puncte (£n) C A astfel încât d(£n, l) < L n > 1, adică £n > l pe X. 
Reciproc, dacă (£n) este un şir de puncte din A şi £n —> l pe X, atunci rezultă că în orice 
sferoid centrat în l se află puncte ale şirului, deci puncte din A, aşadar a € A. 

2. Presupunem mulţimea A închisă şi £n — l, £n E€ A, n > 1. Conform punctului 1 al teoremei 
l € A, dar cum A este închisă, rezultă l € A. 


Reciproc, dacă limita oricărui şir convergent de puncte din A aparţine lui A, atunci conform 
punctului 1 al teoremei, rezultă A C A, adică mulţimea A este închisă. 
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Definiţia 2.4.4 O submulțime A C X a unui spaţiu metric X se numeşte densă dacă orice 
punct din X este limita unui şir convergent de puncte din A. 


Teorema 2.4.4 O submuţime A C X a unui spaţiu metric X este densă dacă şi numai dacă 


A=X. 


DEMONSTRAŢIE. A este densă o V l € X este limita unui şir de puncte din A & conform 
teoremei 2.4.3 vile X,le As XCASX=A. 
Exemplu 2.4.3 Pentru X = R submulțimile Q şi R — Q sunt dense. Într-adevăr, în orice 
interval ( — PEE 1) „n > 1 alegem zn E€ Q şi yn E€ R — Q. Atunci zn, yn —> l, deci Q = 
R-Q=R. 
Definiţia 2.4.5 Un şir de puncte (£n) din X se numeşte şir fundamental sau şir Cauchy dacă 
Ve>0, 3Jn(e) EN astfel încât d(£n, £m) < £, V n,m > n(e). 


Observaţia 2.4.3 (£n) este şir fundamental & V e > 0, 3 n(e) e N astfel încât d(En4p, £n) < €, 
Yn >n(e)şiYp>1. 


Definiţia 2.4.6 Un şir (£n) din X se numeşte mărginit dacă există S(a,r),a € X,r > 0 astfel 


încât £n E€ S(a,r), pentru orice n e N. 


Teorema 2.4.5 Fie (£n) un şir de puncte din X. 
1. Dacă şirul (xn) este convergent, atunci el este fundamental. 
2. Dacă şirul (zn) este fundamental, atunci el este mărginit. 


DEMONSTRAŢIE: 1. (£n) şir convergent > Jle X, ve >0, Jn(e) e N astfel ca d(£n,l) < 


5, Yn > n(e). Pentru orice m,n > n(e) avem d(£n, £m) < d(£n, l) +d(£m, l) < 5+5 = £, adică 
(£n) este gir fundamental. 

2. (£n) şir fundamental > V e > 0, 23 n(e) e N astfel ca d(£n,&£m) < €, 
V n,m > n(e). Luând m = n(e) obtinem tn E S(Ene E) V n > n(e). Dacă r = 


max(d(zo, En(e));, d(L1, En(e)); - - , d(En(e)—1; Tn(e)) €), atunci £n E S(Enee) r), Y n € N, aşadar 
şirul (£n) este mărginit. 


Observaţia 2.4.4 În general nu orice şir fundamental este convergent. Q cu distanţa euclidiană 
d este spațiu metric, fiind subspaţiu al spaţiului metric (R, d). 
Pentru v2 considerăm şirurile aprozimaţiilor prin lipsă şi adaos: 


1<1,4< 1,41 <- < V2- < 1,42 < 1,5 <2. 
Obţinem două şiruri de numere raționale (qn) şi (q) cu următoarele proprietăți: 


dh — dn = m» YnenN. 
După cum au fost construite cele două şiruri (qn) şi (q4) rezultă qn < V2 < ql, prin urmare, 
V2- qn < i respectiv q, — V2 < Tor + vneN. 


Trecând la limită în aceste relaţii obţinem limn—o qn = limno d, = V2. 

Şirul (qn), fiind convergent în R, este fundamental în R; rezultă (qn) şir fundamental în Q, 
dar (qn) nu este convergent în Q, deoarece limu_so qn = V2 € Q. Aşadar, reciproca teoremei 
2.4.5 punctul 1 nu este, în general, adevărată. 
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Convergenta în R”, m > 1. 


Teorema 2.4.6 Considerăm (£n) un şir de puncte din spaţiul metric R”, 

relativ la metrica euclidiană, £n = (Zin, ton: -.,£mn), V n E N. Şirul (xn) este convergent, 
respectiv fundamental, respectiv mărginit în R™ dacă şi numai dacă cele m şiruri componente 
(£in), (2n), ---, (Emn) din R au simultan această proprietate. 


DEMONSTRAŢIE: Şirul (xn) este convergent în R” o 31 = (lh,l2,...,lm) E€ R” astfel încât 
£n — l pe R”, adică d(£n,l) — 0. 
Pe de altă parte, se verifică uşor că au loc următoarele inegalităţi: 


m 1/2 m 
|in = Lil x max [in = lil < pa Lin — li j 22 |in = ll; Vi = l,m. 
T mM =] 1=1l 


care împreună cu 


SII 1/2 
[£in — li| < Se = : 
i=1 
stabilesc |£in — li| = 0, pe R, V i = 1, m, adică £in > li, pe R, Yi = 1,m. 
Reciproc, dacă £in > li, pe R, Y i = 1, m, atunci Yo; [£in — li] — 0, care împreună cu 


m 1/2 m 
Se = | < `> (tin = lil ; YneN 
{=I 


i=1 


ne dau d(zn,l) — 0, deci £n > l pe R”. 

Dacă şirul (£n) este mărginit în R”, atunci există M > 0 astfel ca ||zn|| < M, v n € N. Cum 
|zin| < ||£n|| < M, Y i = 1, m, rezultă că şirul (£in) mărginit Y i = 1, m. 

Reciproc, dacă şirurile (£in), i = I,m sunt mărginite, atunci există M; > 0 astfel încât 
|zin| < M,Yi=1,m şi Yn €N. Dar 


m m 
len| < Y jen < YM: M, Ynen, 


deci şirul (£n) este mărginit în R”. 
Dacă şirul (£n) este fundamental în R”, atunci Ve > 0, a n(2) € N astfel încât 


[Een — in+p)” 


i=1 


1/2 
<E YVYn>n(e) i Yp>l, 


care Împreună cu 
m 1/2 
2 
|in E Finto] < > (îi ză Tinip) 


stabilesc |£in — Zin+p| < €, Y n > n(e), V p > 1 ṣi V i = 1, m, adică (£in) este şir fundamental 
Vi=l,m. 
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Reciproc, dacă (£in), i = 1,m sunt şiruri fundamentale, atunci Ve > 0, 2 n,(2) € N astfel 
încât 


E ; 
|Lin — Zin+pl < — , Vi=l, m, 
m 
care Împreună cu 


| (Zin — zi) < ` |Zin — Zin+p 
i | 


i=1 


ne dau 


SE, 1/2 
Sen — zi) <e, Yn> max ni(e), 


i=l i=1,m 
adică (£n) este şir fundamental în R”. 


Definiţia 2.4.7 Un spaţiu metric X se numeşte complet dacă orice şir fundamental din X este 
convergent în X. 


Teorema 2.4.7 R este spațiu metric complet, relativ la metrica euclidiană. 


DEMONSTRAŢIE: Fie (£n) un şir fundamental de numere reale. Din teorema 2.4.7 el este 
mărginit şi conform lemei lui Cesaro (xn) conține un subşir convergent, adică 3 h : N — N 
o funcție strict crescătoare (h(n) > n, V n € N) astfel încât (zp(„)) este un subşir convergent 
al şirului (£n). Deoarece (£a(n)) este un şir convergent, rezultă că 3l € R astfel ca V e > 0, 
3 n'(e) € N cu [Erín l] < 5, Yn > n' (e). Pe de altă parte, cum (£n) este şir fundamental avem 
că Ve >0, 3n”(e) e N astfel încât |En—£m| < 5V n,m > n" (e). Luând m = h(n) > n > n” (e), 
obtinem 


E 


a E Yn > max(n'(e),n”(e)), 


E 
|En = I| < |En — Eain)l + [Enam = I< gt 
aşadar, (£n) este şir convergent, adică (R, d) este spaţiu metric complet. 


Observaţia 2.4.5 Pentru orice numere reale a,b cu a < b, intervale (—c0,a], [a,b], [a,œ0) sunt 
spații metrice complete. 


Teorema 2.4.8 R”, m > 1, este spațiu metric complet, relativ la metrica euclidiană (şi faţă de 
celelalte metrici definite pe R”). 


DEMONSTRAŢIE: Fie (£n) un şir fundamental de puncte din R”, £n = (Zin, ton. -- mn) € 
R”, Y n e N. Atunci, conform teoremei 2.4.6, cele m şiruri componente (£in) de numere reale, i = 
1,m, sunt fundamentale . Din teorema 2.4.7 rezultă că şirurile (xin), i = 1, m, sunt convergente 
în R şi, aplicând din nou teorema 2.4.6, obţinem că şirul (£n) este convergent în R”. 


Teorema 2.4.9 Pentru orice mulţime nevidă A, spaţiul metric M(A) este complet, relativ la 
metrica uniformă. 


DEMONSTRAŢIE: Fie (fn) un şir fundamental de elemente din M(A), adică un şir de funcţii 
mărginite fn : A— R, V n € N pentru care V e > 0, 3 n(e) e N astfel încât ||fm — fnl| < €, 
Y m,n > n(e). Deoarece |fm(2)— fn(2)] < sUPzea |/m(2)— În(2)l = || fm fall < £ Y m,n > nfe) 
şi Va € A, rezultă că pentru orice x € A şirul de numere reale (f„(2)) este fundamental şi, 
conform teoremei 2.4.7, (fn(2)) este un şir convergent, care converge către un număr real f(x), 
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unde f : A — R. Pentru ca teorema să fie demonstrată, trebuie să arătăm că f € M(A) şi 
fn > f pe M(4). 

Deoarece (fn) este un şir fundamental, rezultă că V e > 0 există un număr n(e) € N astfel 
încât Y n > n(e) şi Vp > 1 să avem 


d( fn+p; fn) < =, (2.6) 


Pentru n = n(£) avem d(fn(e)+ps fn(e)) < 5, de unde obţinem 


iai ; 
|frn(e)+p(2) = Înte)(2)] < 2 , Yp21 ŞI Vaze. (2.7) 


Atunci când în (2.7) p > œ avem |f(7) — fagl < 5, Va e A, deci |f(z)| < $+ fo), 
Va € A. Cum fne E M(A), rezultă că şi f E€ M(4). 
În relaţia (2.6) îl facem pe p să tindă la oo şi obţinem 


g „ VLTEA şi Yn>n(e). 


Atunci d( fn, f) = SUPzea |fn(z) — f(z)| < 5 <e, Vn > n(e), prin urmare, fn > f pe M(A). 
Astfel şirul (fn) este convergent în M(A) şi spaţiul metric M(A) este complet. 


Definiţia 2.4.8 Un spaţiu vectorial normat complet (X, || - ||) se numeşte spațiu Banach. 


Observaţia 2.4.6 Din cele demonstrate anterior rezultă că spațiile vectoriale normate R, R” 
respectiv M(A) sunt spații Banach. 


Definiția 2.4.9 Fie f: X — X o aplicație definită pe spațiul metric X. Se numeşte punct fiz 
al aplicaţiei f orice element xo E€ X pentru care f(xzo) = zo. 


Exemplu 2.4.4 1. Pentru funcția identică a unui spațiu metric X, 
lx: X — X toate punctele spațiului sunt puncte fixe. 
2. Funcţia f: R —R f(x) = x4 are punctele fize zi = 0 şi £2 = 1. 


Definiţia 2.4.10 Fie X un spațiu metric şi f : X — X o aplicație. Spunem că f este o 
contracție dacă 3 c e [0,1) astfel încât d( f(x), f(y)) < cd(z,y), YV x,y E€ X. 
Dacă f este o contracție, atunci numărul real c € [0,1) se numeşte coeficientul contracției f. 


Teorema 2.4.10 Banach (1892-1945) 
In orice spațiu metric complet X orice contracție are un singur punct fiz. 


DEMONSTRAŢIE: Fie f : X — X o contracție. 

Unicitatea: Presupunem prin reducere la absurd că zi, £2 € X sunt două puncte fixe ale 
lui f, zı Z x2, adică f(a1) = xı şi f(£x2) = za. Atunci J c € [0,1) astfel că d(z1, £2) = 
d( f (x1), f(x2)) < cd(z1, £2) => (1 — c)d(x1, £2) < 0. Dar, cum zı Æ z2 => d(z1, z2) > 0 şi 
obținem c > 1, ceea ce este o contradicţie. 

Existenţa: Ideea, demonstraţiei este de a construi un şir fundamental. Fie xo € X un punct 
arbitrar din spaţiul X. Construim şirul în felul următor: xı = f(20); avem următoarele posibil- 
ităţi za = £o, deci f(£o) = zo şi am găsit un punct fix zo € X, care este şi singurul, sau zi Æ zo, 
de unde d(z1, £0) = ô > 0, z2 (00 £3 = f(x2),..., En DOD 20 ese aa > 1. 
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Arătăm că şirul construit mai sus este fundamental. 


d(En, Pe) = di fiu), f(£n-2) < d(En—1, &n—2)) < cte , YvYn>l. 
Atunci pentru orice p > 1 avem 
d(zn, En+p) < d(En, i) + d(En+1, Tn+2) Fesi Cl Dac Tn+p) < 


< rsp tIS -o 4 h+P-l5 = 


P 
= că [le 2: + Pl] = Mle. 


P 
Deoarece 0 < c < 1 > c” — 0, deci eil —0> Ve >0, 3 n(c) € N astfel încât 


Yn > n(e) şi Vp > 1 să avem engl = e < e. Deci Ve > 0, 3 n(e) e N astfel încât V n > n(2) şi 
V p> 1 d(£n,£n+p) < £, adică şirul (£n) este fundamental. Cum spaţiul metric X este complet, 
rezultă (£n) şir convergent, aşadar există liMmn—>o £n = E € X. 

d(zn+1, F(5)) = d(f (£n), F(E) < cd(£n, £). Dar, cum £n — €, atunci d(£n, E) — 0, de unde 
d(£n+1, f(£)) — 0, ceea ce implică £n+1 — f(E). Deoarece, pe de altă parte, avem £n+1 — Ẹ, din 
unicitatea limitei unui şir convergent rezultă f (£) = £, adică £ este unicul punct fix al contracţiei 


f. 


Observaţia 2.4.7 Metoda de demonstrație folosită pentru determinarea punctului fix £ al unei 
contractii f se numeşte metoda aprozimaţiilor succesice ale lui €. Astfel, xo este prima aprori- 
maţie, xı = f(x2) a doua aprozimaţie, x2 = f(x3)a treia aprozimaţie, ..., In = f(£n-1ı) an+1 
aproximație a lui £. Acest şir de aprozimaţii converge către €. Eroarea făcută în aprozimarea 
Tn ~ E este cu atât mai mică cu cât n este mai mare. Dacă vrem să calculăm € cu aprozimare 
mai mică decât £, este suficient să aflăm n minim astfel ca 


d(£n, E) < da î <E. 
1—c 


În aplicarea efectivă a principiului contractiei este important să determinăm în mod conven- 
abil un spatiu metric complet X precum şi o contracție f : X > X. 
Principiul contracţiei poate fi folosit la rezolvarea într-un spaţiu metric a ecuaţiei f(x) = x. 


Exemplu 2.4.5 1. Fie X = R (sau [a,b],[a,00),(—o0,a]). Considerăm o funcție derivabilă 
f: X — X. Din teorema creşterilor finite rezultă că există un punct € situat între £1 şi do, 
Ti, £2 E€ X astfel încât f (x1)— f (x2) = f'(E)(£ı— x2). Dacă pe X derivata funcției este mărginită 
şi mai mult este mai mică decât 1, adică |f'(x)| <c < 1, Y x € X, atunci f este o contracție şi 
putem aplica teorema 2.4.10. 

Fie ecuația algebrică x3 + px +r = 0, care, scriind-o sub forma xz = A , reduce problema 


găsirii soluțiilor ecuației inițiale la determinarea punctelor fixe ale funcției f : R > R f(x) = 
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1. Dacăp=4 şir = —1 avem f(x) = a ba, Arătăm că f este contracție. 


m +p ze +4 


|x + yld(z,y) 
(22 + 4)(y2+ 4) 


d((2), f(9)) = 


Cu ajutorul şirului lui Rolle (1652 - 1719) găsim că ecuaţia z? + 4x — 1 = 0 are o singură 
rădăcină în intervalul [0,1]. Vrem să determinăm această rădăcină cu aprozimaţie < 1073. 


Avem f : [0,1] — [0,1] f(x) = SEE f(x) = z2r z 


2x 2 
c= sup |f (x)| = sup 3 => <1, 
ze[0,1] (£2? +4) 25 


zo = 0, xı = f(zo) î ô = d(x£0, £1) = a Determinăm cel mai mic număr natural n pentru 
care avem 


ðc” 25 92 
1078 > Ee < 107° > d” < >n=3 
T g2 S eSa T 
i 16 1 4225 
E ~ za = f(x2) = f ( ) = == = 0, 246269. 
16 
65 (15)? +4 17156 


2. Cu ajutorul principiului contracție; putem rezolva uneori şi problema determinării zer- 
ourilor unei aplicaţii. 

Considerăm cazul funcţiilor f : [a,b] — |—c,c], derivabile, strict crescătoare. Deoarece f 
este strict crescătoare, rezultă că 3 m, M astfel încât 0 < m < f'(x) < M, V z € [a,b]. Fie 
p € (m, M) şi gl£) = z — Ho), x € [a,b]. 

Dacă g admite un punct fiz €, din E = g(4) rezultă f(£) = 0, aşadar, punctele fize ale lui g 


vor fi zerouri pentru f. Pentru anumite valori ale lui p putem avea g contracție. Cum 


7 
M 
Le) i < ga) <1- al, 
p p p 


deoarece m < p < M, şi pentru ca |g'(x)| < C < 1 trebuie să avem p > Mr Pentru p € 


(max (m, 4) „M) g devine o contracție şi se poate aplica principiul contracției. 


Dacă punem p = p(x), se poate extinde procedeul anterior. Pentru p(x) = f'(x) obținem 


metoda Newton pentru determinarea zerourilor. Avem g(x) = z — a, iar dacă f este de 


două ori derivabilă şi |f(2)F'(2)| < cf2(2),0 < c < 1, atunci g este contracție şi putem aplica 
principiul contracţiei. 
Să calculăm aprozimativ Ya, a € R}, p > 2, pe N folosind metoda Newton. Luăm f(x) = 
xP —a şi 
ear f(x) r, PES a 1 1—p 
Gl) e Pa 7 w Ta „e I)z + az P]. 


Cum i í 
g'(x) = r= — ax ”] < ag 1, 
P P 


rezultă că g defineşte o contracție şi vom putea afla Ya ~ £n, unde £n este al (n + 1) termen 


din şirul aprozimaţțiilor succesive construit cu ajutorul lui g. 


1 a) ; 1 a 
entru p avem g(x) = 5 (x+ £), iar pentru p g(z) = 3 (2x + Ze 
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3. Considerăm, un sistem liniar de forma 


unde 
Q11 Q12 ... Gin h 
... 2 
a| ea ez o am ema, B=]% | emam, 
Anl n2 i ua Ann bn 


akk £ 0,VY k = 1,n, şi vrem să-i găsim soluțiile 


X= p E€ Mn (R). 
In 


a11£1 + ai2£2 +: + inta = bi 
a21£1 + a22£2 + ::- + Qontn = b2 


Ani Ti + Qp2%2 + ::: + annin = bn 


Giza p... p Ung — d1 
Di gi eR g e ar 
S Wir tert + Snap = Î2 
a22 a22” — Q22 
an1 rı + q2 2r Hern = bn 
(nn Tn Ann 
Astfel, sistemul liniar (2.8) devine 
0 %2 alin 
ai > an 
a21 a2 5 
PAFI EL 0 ae, 02 ep, 
(nl n2 0 
Ann Ann 
deci X = AX + B, unde 
bı 
a12 ain a 
o0 %2 ain a 
az UI agi ba 
z aa Q d2n 5 02 
A=—| 02 a22 i B= | 22 
an1 n2 j 
ana Ung U 0 bi 
nn 


Considerăm funcţia f : R” — R” f(X) = AX +B. 
Dacă această funcție este o contracție, atunci putem aplica principiul contracției şi problema 
este rezolvată. Să vedem când această funcţie este contracție. 


d( f(X), FV) = d(AX + B, AY + B) =| A(X -Y)|| i 
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Q12 a13 
z2 + a 


a11 


21 z1 + 423 y 


z3 +: 


a22 


an1 z + ant 


Ann 


Zi 
22 
notăm X -Y =Z, Z= 
Zn 
Atunci 
AZ =— 
AZI = [E 
< (=) 
(==) 
+ e 
Ann 
unde 


Xo = 0, Xı = f (Xo) 
Să rezolvăm, sistemul 


cu aprozimaţie < 1 folosind metoda iterativă expusă anterior. 
Sistemul (2.9) este echivalent cu următorul sistem: 


xı = —0, 1x2 + 0, la 


a1 2 
Is „+ (2) 
a11 
(nl 2 
S (=) pu | 
Ann 


Dacă c < 1, atunci f devine o contracție şi ecuația X = f(X 


determina prin metoda aprozimaţiilor succesive. 
= AXo + B = B, X2 = 


a1 : 
at) 

a11 

1 


a22” 


lz? + 


| ZI + 
(nm 
An 
+. Eee isi 
an 


N 


2 
) +-+ 


2 
z?) = cl ZI| = c| X - Y|| = cd(X,Y), 


QAnn—1 


(nn 


a 
J 


f(X 


j 


1/2 


= AXı + B = AB + B, etc. ... 


10X +X2— X3 =0 


Xı + 10Xə — 2X3 = 4 
Xı + 20X3 = —2 


z2 = —0, 1zı +0,2xz3 +0,4 < X = AX +B, 


za = —0,05xı — 0,1 


i 0 = Să 0,1 
unde A = —0,1 0 
—0,05 0 


0,2 


iar B = 


2 = 4/0,0725 < 1, 
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) are soluție unică, care se poate 


. Considerăm funcția f : R? — R? 


40 2. Spaţii metrice 


aşadar, f este contracție şi putem aplica metoda aprozimaţiilor succesive. 


Xo=0 Xr =f X9 = B= 0,4 , ô = d( Xo, X1) = v0, 17. 
—0,1 
Determinăm cel mai mic număr natural n pentru care 


ðc” 2 1 ai 4/0, 17(4/0, 0725)” y 1 
l-c 73 1 — +/0,0725 3 
0 


Obţinem n = 1 şi, astfel, X1 = 0,4 este soluţia sistemului (2.9) cu aprozimaţia < L. 
—0,1 


2.5 Puncte limită şi limite extreme ale unui şir din R 


Definiţia 2.5.1 Un număr l € R se numeşte punct limită al unui şir (£n), dacă orice vecinătate 
a punctului a conţine o infinitate de termeni ai șirului. 


Observaţia 2.5.1 Dacă un număr apare de o infinitate de ori într-un şir, acesta este un punct 
limită al şirului. 


Exemplu 2.5.1 1. Şirul £n = cos n € N are patru puncte limită şi anume —1, -4,4 şi 
1. 


2. Şirul £n = STEH n € N are un singur punct limită, L = —1. 


3. Şirul 1,2; 1,2,3; 1,2,3,4; 1,2,3,4,5;...; 1,2,3,4,...,N,...;3... are o infinitate de puncte 
limită. Orice număr natural este punct limită, deoarece fiecare dintre numerele naturale 
apare de o infinitate de ori şi folosim observaţia 2.5.1. 


4. Şirul zn =N nu are nici un punct limită finit, dar oo este punct limită al acestui şir. 


Teorema 2.5.1 Un număr l € R este punct limită al unui şir (zn) dacă şi numai dacă există 
un subşir al şirului (£n) care are limita l. 


DEMONSTRAŢIE. < Dacă F (£r(n)) astfel ca limn—=oo £h(n) = l, unde 
h : N — N este o funcţie strict crescătoare, atunci în orice vecinătate a punctului | se află o 
infinitate de termeni ai șirului (£}(n)), prin urmare, o infinitate de termeni ai şirului (£n) şi, 
conform definiţiei 2.5.1, punctul l este punct limită al şirului (£n). 

> Fie l € R punct limită al şirului (£n). Considerăm Vı = (| — 1,1 +1) € V. Conform 
definiţiei 2.5.1, în această vecinătate se află o infinitate de termeni ai şirului (£n). Notăm z}(1) 
unul dintre aceşti termeni. Avem |zp() — l| < 1. 


În vecinătatea V> = (1 = , l+ 1) E Va se află, de asemenea, o infinitate de termeni ai şirului 
£n); notăm zp(2) unul dintre aceşti termeni cu h(2) > h(1) şi avem |zrpoy — t| < 1. Prin inducţie 
(£n); (2) 5 5 (2) 2 
putem alege un şir de numere (2p(„)), unde h : N — N este o funcţie strict crescătoare astfel ca 
[Ean = il< T Vn € N*. Rezultă limn—o Zh(n) = l, unde (Thr(n)) este un subşir al şirului (£n). 
Dacă l = oo, respectiv l = —oo atunci vom alege vecinătăţile Vp = (n, o0) ale lui oo, respectiv 
Vn = (—o0, —n) ale lui —oo,n € N şi vom proceda ca mai sus. 


Observaţia 2.5.2 Din lema lui Cesaro rezultă că orice şir mărginit are cel puţin un punct limită. 


2.5. Puncte limită şi limite extreme 41 


Fie (£n) un şir de numere din R. Definim ao = infm>0 2m, Qi = infm>1 Em;---, An = 
infm>n Tm,- .., respectiv Bo = SUPm>0 Tm, BL = SUPm>1 ms--: n 
ao S< ar Laz L- LAAk L::: Ibp... < Bi < bo, V k,p EN. 


SUPm>n Tm; .-- Avem 


Definiţia 2.5.2 Se numeşte limita inferioară a şirului (xn) elementul 


a = lim an = lim inf zm ER, 
n= n= mn 


şi care se notează a = liman. 
Se numeşte limita superioară a şirului (£n) elementul 


B= lim Bn = lim sup zm ER, 
N—OO n—> oo m>n 


şi care se notează B = limz,. 


Observaţia 2.5.3 1. a = limnoo infm>n tm = SUupyinfm>n Zn deoarece (an) este un şir 
crescător şi mărginit, iar B = liman SUPm>n Em = ÎNfn SUPm>n tm deoarece (Bn) este un 
şir descrescător şi mărginit. 


2. a < B, deci limz, < limzn. 


3. Limita inferioară, respectiv limita superioară există pentru orice şir din R, deşi nu orice 
şir de numere are limită. 


1 i 
Exemplu 2.5.2 1. Dacă zn = (—1)” = | 2 P A a avem Qn = —l şi 
Bn =1,Y n EN, deci lime = —1 şi limzn = 1. 
_q\n —q1)\n = 
2. Dacă £n = ( 1) + l 1) , atunci Lima, = 0, iar limru = 1. 
3. Fie a >0 şi £n = (—1)” (a + 1) . Atunci 
1 j ; 
1 —a— > i dacă n impar ; 
inf (—1)™ (a + 2) = na 4 i 
m>n m ie a zi N dacă n par 
1 : ; 
1 a+ =T dacă n impar 
sup (—1)” (a+ 1) = n+l ; á ; 
m>n m A ra r dacă n par 
deci limr = SUPpeN (-a — 1) = —a, limzn = infneN (a + 1) = a. 


Teorema 2.5.2 Fie (£n) un şir de elemente din R şi a,b € R. 


1. a = lima„ dacă şi numai dacă Vu < a mulţimea {n e N|z„ < u} este finită şi Vw > a 
mulţimea {n E N| £n < v} este infinită. 


2. b = limgn dacă şi numai dacă Vu < b, mulţimea {n € N} | £n > u} este infinită şi Y v >b 
mulţimea {n E€ N| £n > v} este finită. 
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DEMONSTRAŢIE: 1. Fie a = limz, => a = a = sup infm>n Tm = SUP, Qn. Dacă a = —o, 
atunci Yn e N a, = —o0 şi pentru orice v > a, mulţimea {n € N|z, < v} rezultă infinită. 

Presupunem a € R. Atunci V u < a, 3 no astfel încât u < ano <a, deci pentru Y n > 
No Tn > Qn > u, adică {n E€ N|£n < u} este finită. Dacă v > a atunci, evident, mulțimea 
{n € N|£n < v} este infinită. 

Reciproc, presupunem că Vu < a mulţimea {n € N| £n < u} este finită şi VY v > a mulţimea 
{n € N|zn < v} este infinită. Fie a = liman. Dacă a = —oo atunci a <a. Dacă —-o <a şi 
u < a, atunci J no E€ N astfel încât £n > u,Y n > no, deci Qno > u, de unde u <a. Pentru 
orice u < a avem u < a, aşadar a <a. Cum, pentru orice v > a mulţimea {n E€ N|zn < v} 
este infinită, rezultă că 3 nı e N astfel încât £n < v, V n > nı, deci an, < v, de unde Q < v. 
Obţinem că pentru orice v > a avem a < v, de unde a < a şi deci a = q. 

2. Se arată în mod analog ca şi la punctul 1. 


Teorema 2.5.3 Fie (£n) un şir de elemente din R. 


1. imz, şi limz sunt puncte limită pentru şirul (xn) şi pentru orice alt punct limită £ avem 


2. Sirul (£n) are limita l în R dacă şi numai dacă limr, = l = liman. 


DEMONSTRAŢIE: 1. (a) respectiv (Bn) sunt subşiruri ale şirului (£n) şi au limitele lim, 
respectiv limz, şi, conform teoremei 2.5.1, aceste limite sunt puncte limite ale şirului (xn). Dacă 
E este un punct limită al șirului (£n), atunci există o funcţie strict crescătoare h : N — N 
astfel încât lim„_o Thin) = E. Deoarece ap = infm>n m, respectiv fn = SUP >n Tm Si, cum 
h(n) > n,V n € N, avem an < Th(m) S Bn de unde rezultă lim < £ < limza. 

2. Dacă limp—o In = l, atunci orice subşir al şirului (£n) va avea limita l, deci toate punctele 
limită coincid cu l, prin urmare, lim, = lima, = l. 

Reciproc, dacă limz = limz = l, pentru orice vecinătate (l—e,l+e£) a lui l,e > 0, mulțimile 
{ne N|zn <l—e} şi (in eN|l+e < zn} sunt finite, conform teoremei 2.5.2. Rezultă că în afara 
vecinătăţii (l — e, + e) se află un număr finit de termeni ai șirului (zn), aşadar limn—o £n = l. 


Capitolul 3 


Funcţii continue 


3.1 Funcţii continue 


În acest capitol vom studia comportarea unei funcţii f definită pe o submulțime a unui spaţiu 
metric, într-un punct a € X. Problema care se pune este dacă pentru valori suficient de "aproape" 
de a, valorile funcţiei f(x) pot fi oricât de aproape de f(a). 

Fie X,Y două spatii metrice, A C X o submulțime nevidă a lui X, f: A — Y o funcţie şi 
a€ A. 


Definiţia 3.1.1 Funcţia f este continuă în punctul a dacă, pentru orice şir (£n) de elemente 
din A cu £n > a pe X, rezultă că f(x) — fla) pe Y. 


Funcţia f este continuă pe mulţimea A dacă este continuă în fiecare punct al mulţimii A. 
Observaţia 3.1.1 Problema continuității nu are sens în punctele în care funcția nu este definită. 


Teorema 3.1.1 Dacă (X,d) şi (Y, d’) sunt două spaţii metrice, P AC X, f: A— Y o funcţie 
şi a € A, atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

1. f este continuă în a; 

2. YV e Vila IU e Va astfel încât Y ze UN A > f(x) €V; 

3. Ve > 0, 3å(e) >0 astfel încât VY x € A cu d(x,a) < 5(e) > d'( f(x), f(a)) < €. 


DEMONSTRAȚIE: 1 = 2 Presupunem că f 
este continuă în a şi afirmația 2 nu este ade- 
vărată. Atunci există Vo € Yf(a) astfel încât 
pentru orice U € Va, există zu e U N A cu 
f(zu) € Vo. 

Pentru orice n > 1 considerăm vecinătăţile 
Un =S (a; H E Va. Atunci există £n € UnN A 

astfel încât f(£n) Z Vo. Şirul (zn) construit 
are proprietatea: £n € A, d(£n,a) < L şi f(£n) Z Vo, V n E N, ceea ce contrazice ipoteza. 

2 = 3 Presupunem că are loc afirmaţia 2 şi fie e > 0. Deoarece V = S(f(a),2) € Vila) 
conform ipotezei, există U € V, astfel încât V x € UNA implică f(x) € V. Cum U E Va, rezultă 
că există ô(£) = ô > 0 astfel ca V x € S(a, ô) N A avem f(x) e S(f(a),2) sau echivalent VY e > 0, 
3 6() > 0 astfel încât V x € A cu d(x,a) < (£) > d'( f(x), f(a)) < £, adică afirmaţia 3. 

3 = 1 Presupunem afirmatia 3 îndeplinită şi fie (£n) un şir de elemente din A, £n —> a pe X. 
Pentru V e > 0 alegem 6(e) > 0 astfel încât să se verifice 3. Există n(e) € N astfel ca V n > n(e) 


Figura 3.1: 
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d(£n,a) < ô(£) şi cu condiţia 3 avem d'(f (£n), f(a)) < £, ceea ce este echivalent cu f (£n) > f(a) 
pe Y, adică funcţia f este continuă în punctul a. 


Exemplu 3.1.1 1. Fie X un spațiu metric. Aplicația identică 1x : X — X este continuă 
pe X. Într-adevăr, dacă a € X este un punct arbitrar, iar (£n) este un şir de puncte al 
spațiului X, zn > a pe X, atunci 1x(£n) = £n > a = 1x (a) pe X. 


2. Dacă (X,d) este un spaţiu metric, atunci distanţa d: X x X — R este o aplicaţie continuă. 
Într-adevăr, dacă (a,b) € X x X şi £n >a pe X, yn > b pe X, (£n, Yn) C X x X, atunci 
din inegalitatea: 

|d(£n, Yn) — d(a, b)| < d(£n, a) + d(yn, b), 


rezultă d(£n, Yn) — d(a,b). 


3. În orice spaţiu vectorial normat X, norma q : X — R este o aplicație continuă, deoarece 
putem scrie q(x) = d(x,0), iar (X,d) unde d(x,y) = q(x — y) este un spațiu metric şi, 
conform exemplului 2, distanța d este o aplicație continuă. 


4. Fie (X1, q1), (X2,02), ---, (Xn, qn) spații vectoriale normate. Pe spaţiul vectorial X = X x 
X2 X ::: X Xn, definim norma q(x) = max; lilt), x£ = (z1,...,£n) E€ X. Aplicația 
proiecție pi : X — Xi, pi(£) = zi, V £ = (£1, £2,- -., £n) E€ X, i = 1,n, este continuă. 
Avem qi(pi(2) — pi(a)) = qi(zi — ai) < max;-Tz di(zi — ai) = q(x — a), YV x,a E€ X. 

Fie e > 0 şi alegem (e) = e. Pentru orice x E€ X pentru care q(x — a) < ô(£) rezultă 


qi(pi(2) — pi(a)) < £, adică aplicația p; este continuă în punctul a. Cum a a fost ales 
arbitrar în spațiul X, rezultă p; continuă pe spațiul X. 


Teorema 3.1.2 Fie X,Y,Z spații metrice, DZ AC X, 0ZABCY, f: A—>B,g:B>Z 
două funcții şi a € A. Dacă funcţia f este continuă în punctul a, iar funcția g este continuă în 
punctul f(a), atunci funcţia go f : A — Z este continuă în a. 


DEMONSTRAŢIE: Fie (£n) un şir de puncte din X, £n — ape X. Din continuitatea funcţiilor 


f şi g în punctele a, respectiv f(a) obţinem f(x) — fla) pe Y şi g(f(£n)) — g(f(a)) pe Z. 
Aşadar, (go f)(£n) — (go f)(a) pe Z, adică go f este continuă în punctul a. 


Corolarul 3.1.1 Dacă X Lp Z, f este continuă pe X, g este continuă pe Y, atunci 
gof:X— Z este continuă pe X. 


Fie X,Y spaţii metrice, DZ A C X. Notăm 
CO(A;Y)=I(fF:A->Y|f continuă pe A}. 


Teorema 3.1.3 Dacă (Y, ||- ||) este un spațiu vectorial normat şi f € C?(A; Y), atunci funcția 
IOI: A> R, IFC) € CAR). 


DEMONSTRAȚIE: Cum în orice spaţiu vectorial normat Y norma este funcţie continuă pe Y, 
iar f este continuă pe A, din teorema 3.1.2 rezultă că functia ||f(-)]| € C°(A; R). 


Teorema 3.1.4 Dacă (Y, ||-||) este un K-spaţiu normat, atunci mulţimea C?(A; Y) este un spaţiu 
vectorial peste corpul K (K =R sau C). 
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DEMONSTRAŢIE: Considerăm f,g € CO(4;Y) şi vrem să arătăm că af + Ag € CO(A;Y), 
Va, bßEK. 
Fie a € A şi (£n) un şir de puncte în A, £n —> a pe X. Are loc următoarea relaţie: 


laf + 69)(zn) — (af + B9)ta)l| = lalen) — f(a)) + Lll) — ga) < 
< lalllf æn) — F+ IBllaEn)gla)l] . 


Din teorema 3.1.3 şi din continuitatea functiilor f şi g în punctul a, rezultă că (af +8g)(£n) — 
(af + B9)(a) pe Y. Cum punctul a € A a fost ales arbitrar, obtinem (af + 8g) € C(A; Y). 


Teorema 3.1.5 Fie X,Y două spaţii metrice şi f : X — Y o funcţie. Următoarele afirmații 
sunt echivalente: 

1. f este continuă pe X; 

2. Pentru orice deschis D C Y => f-1(D) este deschis în X; 

3. Pentru orice închis F C Y => f-1(F) este închis în X. 


DEMONSTRAȚIE: 1 > 2 Presupunem că funcţia f este continuă pe X; fie D C Y un deschis 
în Y şia € f-L(D). Atunci f(a) € D şi, cum D este deschis în Y, există e > 0 astfel ca 
S(f(a),e) C D. Din teorema 3.1.1 există ô(e) > 0 astfel încât Y z € S(a,6(e)) > f(x) e 
S(f(a),£), sau echivalent f(S(a,6(2))) c S(f(a),2) C D. De aici obtinem S(a,5(2)) c f-1(D), 
adică f-1(D) este un deschis în X. 

2 & 3 Rezultă imediat folosind relaţia f-1(Y — F) = X — fTHF). 

2 = 1 Presupunem că are loc 2 şi fie a e X. Dacă V € Via), atunci există e > 0 astfel ca 
S(f(a),e) C V. Stferoidul S(f(a),e) fiind un deschis din Y, din ipoteză rezultă f-1(Sf(a),2) 
deschis în X ce conţine punctul a. Atunci există 6(2) > 0 astfel încât U = S(a,6(2)) C 
f-I(S(f(a)),2), de unde f(U) c S(f(a),2) C V, adică funcţia f este continuă în punctul a. 
Cum acest punct a fost ales arbitrar din spaţiul X, rezultă funcţia f continuă pe X. 


Corolarul 3.1.2 Dacă X este un spaţiu metric şi f,g : X — R sunt două funcţii continue pe 
X, atunci mulțimile Dı = {x € X | f(x) < g(a)), Da = {x e X | f(x) > g(x)} sunt deschise, iar 
mulțimile Fi = {x € X | f(x) < glx)}, Fo = {x E€ X | f(x) > g(x)} sunt închise. 


DEMONSTRAŢIE: Funcţia h : X — R, h(x) = f(x) — g(x), V x € X este continuă pe X. 
Mulţimile (—00, 0), (0,00) sunt deschise în R, iar mulțimile (—oo, 0], [0, 00) sunt închise în R. 
Conform teoremei 3.1.5 multimile h-1((—00,0)) = Di, h-1((0,00)) = Də rezultă deschise în X, 
iar mulțimile h-1((—00,0]) = Fi, h-1([0,00)) = Fo rezultă închise în X. 


Corolarul 3.1.3 Dacă X este un spațiu metric, f,g : X — R sunt două funcții continue, iar 
AC X o mulţime densă a spaţiului X pentru care f| a = g| 4, atunci f = g. 


DEMONSTRAȚIE: A C {x € X|f(z) = g(x)} = F. Multimea F este închisă, deoarece 
F = Fi N F>, unde Fi, Fo sunt mulțimile din corolarul 3.1.2. Atunci A C F = F şi, cum A este 
densă, obtinem X C F, adică X = F. Aşadar, f = g. 


Teorema 3.1.6 Fie X un spațiu metric, Y un spaţiu normat, DZ AC Ă, f: A—>Y şi 
a€ A. Dacă funcția f este continuă în punctul a şi f(a) Z Oy, atunci există U € Va astfel încât 
f(x) #0y,YxzE€ ANU. 


DEMONSTRAŢIE: Deoarece f(a) Z Oy, există e > 0 astfel încât V = S(f(a),£) E Vila) Si 
Oy Z V. Din continuitatea funcţiei f în punctul a pentru vecinătatea V există U € V, astfel ca 
f(z) e V, vaze ANU şi, cum Oy g V, obtinem f(x) # 0y, vaze ANU. 
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Corolarul 3.1.4 Dacă X este un spaţiu metric, P Ż AC X, ae Aşi f: A—R este o funcţie 
continuă în a astfel ca f(a) > 0, respectiv f(a) < 0, atunci există U € Va astfel încât f(x) > 0, 
respectiv f(x) <0, vze ANU. 


Teorema 3.1.7 Dacă X,Y sunt două spaţii metrice, P Ż AC X, ac Aşi [: A—Y esteo 
funcţie continuă în a, atunci există U € Va astfel încât f | anu să fie mărginită. 


DEMONSTRAŢIE: Fie e > 0 şi V = S(f(a),2) € Via). Din continuitatea funcţiei f în punctul 
a, pentru V, există U € Va astfel încât f(x) e S(f(a),s), vaz e ANU, adică f |anu este 
mărginită. 


Teorema 3.1.8 Dacă X este un spaţiu metric, DZ AC X, ac A şi f,g: A— R sunt funcţii 
continue în a, atunci următoarele funcţii £9,|fg], max(f, 9), min(f, 9) : A — R sunt continue în 
a. Dacă f(a) 40, atunci şi funcţia ră A — R este continuă în a. 


DEMONSTRAŢIE: Demonstrația este imediată folosind definiţia 3.1.1, iar pentru 
max( f, 9), min(f, 9) şi relaţiile: 


max(f,g) = If +g+ If — gl] 


min(f, g) = lif +g- If- gl]. 


Teorema 3.1.9 Dacă X este un spațiu metric, DZ A C X, f = (fi, fz ---, fm): A > R”, 
m> 1 şia € A, atunci următoarele afirmații sunt echivalente: 

1. Funcţia f este continuă în punctul a; 

2. Funcțiile fii = 1,m sunt continue în punctul a. 


DEMONSTRAȚIE: 1 = 2 Presupunem funcţia f continuă în punctul 


a. Din continuitatea diagramei avem f; = prio f, Vi = 1,m, unde X f R” 
pri : R™ — R sunt funcţiile proiecţie, care sunt continue V i = 1, m. 
Conform teoremei 3.1.2 rezultă că funcţiile f; sunt continue în punctul 
a Yi=]I,m. fi 
, oo pr; 
2 = 1 Presupunem funcţiile f;, i = 1, m, continue în punctul a. Pen- 
tru orice şir (£n) de puncte din A, £n — a pe X avem fil£n) > f(a), R 
Vi=l,m. | | 
Fan) = (fil), fe(zn) -> fm(En)) > (fila), Fola), -s fm(a)) = Fisura 3.2: 


f(a) pe R” Aşadar, rezultă că f este continuă în punctul a. 


Teorema 3.1.10 Darboux (1842 - 1917) - Bolzano (1781 - 1848) 
Dacă f : [a,b] — R, [a,b] C R este o funcţie reală continuă au loc următoarele afirmații: 


1. Dacă f(a)f(b) < 0, atunci există € € [a,b] astfel încât f(E) = 0; 


2. Dacă m = infseja p F(7) şi M = SUPreja p F(x), atunci pentru orice c E€ (m, M) există 
n € [a,b] astfel încât f(n) = c; 


3. Dacă f este strict monotonă, atunci f : [a,b] — [m, M] este o bijecție, iar inversa f-L este 
continuă şi strict monotonă. 
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DEMONSTRAŢIE: 1. Fie Io = [a,b]. Împărţim intervalul Io în două intervale închise având 
lungimi egale. Funcție f va lua, valori de semne opuse la capetele unuia dintre aceste intervale, 
pe care-l vom nota ÎI. Continuând acest; procedeu găsim un şir descendent de intervale închise 
102 hD:::2D Im 2... cu lungimea intervalului I» tinzând către zero. 


Fie an, respectiv bn, n > 1 capetele intervalelor In în care funcţia este pozitivă, respectiv 
negativă. Din lema intervalelor închise incluse există € E Np>on cu an —> E, bn — £. Deoarece f 
este continuă, atunci rezultă f(a„) — f(E), f(bn) > f(E). Cum f(an) > 0, f(bn) <0 = f(6) >0 
şi F(E) < 0, adică f(£)=0. 

2. Din m = infpeja į] (£) si M = SUPreja j f(7) > 30,6 e [a,b] astfel încât m < f(a) < 
c< f(6) <M. 

Funcţia g : [a,b] — R, g(x) = f(x) — c este continuă pe |a, 8], gla) = f(a) — c < 0, g(B) = 
f(6)— c > 0 şi, aplicând punctul 1 al teoremei, există n € |a, 8] astfel ca g(n) = 0 > f(n) = c. 

3. Din punctul 2 al teoremei avem funcţia. f surjectivă, iar din enunţ fiind strict monotonă, 
ea este injectivă, deci bijectivă. Dacă I C [a,b] este mulţime închisă, atunci (f-1)-1(1) = f(T) 
este, de asemenea, închisă. Conform teoremei 3.1.5 funcţia fT! este continuă pe [a,b]. 


Fie (X, d), (Y,d) două spaţii metrice, DZ A C X şi f: A— Y o funcţie. 
Definiţia 3.1.2 Fie a € A'. Funcția f are limita l,l e Y, în punctul a dacă funcţia g : AU{a} — 


Y, g(x) = l Aa F “este continuă în punctul a şi vom nota limaa f(x) = L 


Observaţia 3.1.2 1. limaoa f(x) =l & V (£n) C 
A, tn Fa, Y nEN, tn >a pe X > f(zn)—> l pe 
Y (definiția lui Heine) 


Figura 3.3: 


2. limzoa f(x) =l YV €V, 3U EV, astfel încât Y ze (ANU) -— {a} > 
f(z) ev 

3. Msa f(x) =1 Ve >0, 36(e) > 0 astfel încât Y x € A — {a} cu 
d(z, a) < 6(2) > d'(f(a),l) < €. 


Teorema 3.1.11 Dacă Y =R, f,g: A—R astfel încât |f(x)| < glx), Yx € A, şia E€ A astfel 
ca limga g(x) = 0, atunci limsa f(x) = l. 


DEMONSTRAŢIE: Fie e > 0. Deoarece lima_a g(x) = 0, există 6(2) > 0 astfel încât V x € 
A — {a} cu d(z,a) < 6(e) => g(x) < £, |f (x)| < £, adică imza f(£) = l. 


Următoarea teoremă ne asigură existența limitei unei funcții într-un punct. 


Teorema 3.1.12 Cauchy-Bolzano 

Dacă (X,d) spațiu metric, (Y, d') spațiu metric complet, DZ A C X şi f: A — Y, atunci 
sunt echivalente următoarele afirmații: 

1. Funcția f are limită în punctul a; 

2. Ye >0, JU € Va astfel încât Y x, x' € (U N A) — {a} > d' (f(x), f(x) < €. 
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DEMONSTRAŢIE: 1 > 2 Fie limga f(x) = şi e > 0. Din observaţia 3.1.2 rezultă că există 
d(2) > 0 astfel încât VY z € A — {a} cu d(z,a) < 6(2) > d(f(2),l) < 5. Luăm U = S(a,6(2)); 
atunci V z, x’ e (U N A) — {a} 


d(l) F) < PEDIA) Ee, 

2 > 1 Fie (zn) un şir de puncte din A, £n Za, £n —> a pe X. Există n(e) € N astfel 
încât V n > n(e€) £n E UNA, unde U €E V, este vecinătatea din enunț. Deci Y n,m > n(e) 
d'(f(£n), f(2m)) < £, adică şirul (f(£n)) este fundamental. Cum Y este spatiu metric complet, 
şirul (f(£n)) este convergent şi fie l = lim f (£n). 

Arătăm că limita şirului (f(2)) nu depinde de alegerea şirului (£n). Fie (yn) un şir 
de puncte din A, yn Æ a, Yn — a pe X. Urmând acelaşi raţionament ca şi pentru 
şirul (£n), găsim lı = liMmn>oæ f(yn). Considerăm şirul £1, Y1, L2, Y2,- --; En; Yn,- Evi- 
dent acest şir are limita a, iar şirurile (f(£n)),(f(Yn)) sunt subşiruri ale şirului convergent 
f(z), fu), f(z2), f(v), EO f(zn), Fun), pia 

Aşadar, avem l = liMn>oo f (£n) = liman f (Yn) = li, adică functia f are limită în punctul 
a. 


Exemplu 3.1.2 1. Fie 


z3 
f : R? — {(0,0)} > R PENS r 
Deoarece 
r’ r? 
enl = aal = ap l< lel 0, (ey) = (0,0), lm fE). 
2. Fie f Sy 
FR {00} >R fe) = pai 


Vrem să calculăm liM(z y)}—=(0,0) f(x,y). Dacă x > 0 şi y = mz —> 0, m E€ R atunci observăm că 


2 


2mr 2m 
li = li = ; 
750 f(z) 200 22 mr? 14m? 
y=ma 


În concluzie, funcţia f nu are limită în punctul (0,0). 
3. Fie f : R2 >R 


g’ +y’ ; 
0 „ în rest 


n ae l lesg! , dacă (2,9) # (0,0) 


1 — cos x° 2sin? z 
(z,y)— (0,0) (7,9)—(0,0) Le +y (z,y)—= (0,0) £f +Y 
3 
in2 E 6 
sin 
= Die 0= f(0,0). 


1 

— 1N — Z — 

2 (z,y)—>(0,0) (gy r? +y? 
T 


Prin urmare, functia f este continuă pe R°. 
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3.2 Limite iterate 


Fie A C R”, a = (a1,a2,...,an) E A, f: A —Y o functie, unde Y este un spaţiu metric şi 
o € Sn o permutare a primelor n numere naturale. 


Definiţia 3.2.1 Dacă există limitele succesive 


lm (... lm fæ) =l, 
To(n)4o(n) To(1) 41) 


unde as(i) € A Aj = Îi (£1, £2,... Lis Zi, Piri: En) E A), atunci această limită se 
numeşte limită iterată a funcției f în punctul a. 


Observaţia 3.2.1 1. Funcţia f poate avea cel mult n! limite iterate. 


2. Dacă n = 2, funcţia f poate avea cel mult două limite iterate, şi anume, 
limaa(limyoo f(x, y)), respectiv lim, —(liMmz—a f(x, y))- 


Exemplu 3.2.1 


L fiR-{(00}>R flo) = a 
Ho a f(z, y)) = lim (lim f(z,y)) =0. 

; PR 

2. f: R? — {(0,0)} > R Teus agy 


1 1 
3. f: R? —((0,0))—R D ZE0, 
lima—o(limy-—o f(x, y)) = 0, dar limyo(lima—o f(x, y)) nu eristă. 


Teorema 3.2.1 Dacă există limita funcției f în punctul a şi una dintre limitele iterate în acest 
punct, atunci aceste limite sunt egale. 


DEMONSTRAŢIE: Pentru simplificare vom demonstra în cazul n = 2. Fie (a,b) € A' şi 
presupunem că există limitele l = liM(¢ y)>(a, b) f (£, y) si h = limroa(limyo f(x, y)). 

Pentru fiecare x € A: = pr A vom nota F(x) = lime f(x,y). Atunci li = limga F(x). 

Fie € > 0; deoarece liM(¢ y)—=(a b) F (£, Y) = l, există U € Via b) astfel încât 


(te) < 3, 


lim d'(f(æ,4), 1) = P(F@), I), ve A 


V (x,y) e (ANU) — {(a,b)} (3.1) 


Din inegalitatea (3.1), obţinem 


d'(F(x), l) < E Va astfel încât (x,b) € U. 
Atunci a 
lim d(F(2),D) = d' (lim F(x), D = d' (h, l) < zS 


adică l = l4. 
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Observaţia 3.2.2 1. Dacă există una din limitele iterate ale funcţiei f într-un punct, nu 
rezultă că există şi celelalte limite iterate în acel punct. 


2. Dacă există două limite iterate ale unei funcţii într-un punct şi dacă ele sunt diferite, atunci 
funcţia f nu are limită în acel punct. 


3. Sunt cazuri când punctul a e A', A C R”, dar Aa; e Aj. În acest caz nu are sens 
limga; f(x). 


3.3  Mulţimi compacte 


Definiţia 3.3.1 Fie X un spațiu metric. O familie {Di}icr de părți ale lui X având proprietatea 
Uier Di = X se numeşte acoperire a sa. Se numeşte subacoperire a acoperirii {Di}yicr o subfamilie 
1D)ieg, J CI astfel încât UiczDi = X. 

Dacă K C X este o submulțime a spaţiului metric X, atunci o familie 1Di)ier de părți ale lui 
X având proprietatea K C UjerD,; se numeşte acoperire a mulţimii K. Se numeşte subacoperire 
a acoperirii 1D;Vier o subfamilie {Di}icg, J C I astfel încât K C UiegDi. 

Dacă mulţimea I este finită, acoperirea se numeşte finită. 

Dacă toate mulțimile D; sunt deschise spunem că acoperirea (Di; er este acoperire deschisă. 


Definiţia 3.3.2 O submulțime K C X a unui spaţiu metric X se numeşte compactă sau un 
compact al lui X, dacă din orice acoperire deschisă a ei se poate extrage o subacoperire finită, 
adică pentru orice familie de mulţimi deschise {D; |i € I, D; deschis], astfel încât K C UierDi, 
rezultă că există o submulțime finită J C I astfel încât K C Uiey Di. 


Definiţia 3.3.3 O submulțime K C X a unui spaţiu metric este mărginită dacă 3a e K şi 
Jr >0,r €R astfel încât K C S(a,r), adică dacă este conținută într-un sferoid. 


Teorema 3.3.1 Orice mulţime compactă dintr-un spaţiu metric este închisă şi mărginită. 


DEMONSTRAŢIE: K este închisă & K = K. Presupunem că K © K şi fie x € K astfel încât 
x Z K. Pentru orice y € K avem x Æ y. Cum spaţiul metric este un spaţiu separat, rezultă 
că Iry > 0, astfel încât S(z,ry) N S(y,ry) = 0. Sferoizii S(y, ry), y E K formează o acoperire 
deschisă a lui K, K C UyerS(y,ry) şi, cum K este compactă, rezultă că există o subacoperire 


finită a sa, adică 3 y1, Y2,.--,Yp E K şi Iry, >0,...ry, > 0 numere reale astfel încât 


KcC S(y1, Ty) U S (Y2, Tys) Waw S (Yp, Typ): 


Luând r = min(ry,.--,Typ) > 0, obtinem S(x, r) O S(Yi ry) =0, Vi= 1,p, de unde avem 


S(s, r) N (Ó i) =p > S(x, AK =f, 
i=1 


adică, x g K, ceea ce contravine ipotezei x € K. Astfel K C K, deci K = K, adică mulţimea K 
este închisă. Fie a € X; pentru fiecare x € K considerăm d(z,a) > 0. Conform proprietăţii lui 
Arhimede 3 nz € N, astfel încât d(x,a) < ng > x E€ S(a, nz). Dacă Nng = [d(x,a)] + 1, atunci 
K C Unens (a, ne). Multimea {S(a,nz)| Ns E N} constituie o acoperire deschisă a lui K şi, 
cum K este compactă, din această acoperire se poate extrage o subacoperire finită, deci 3 nı > 
0... , Nm > 0 astfel încât K C S(a, nı) U S(a, n2) U --- U S(a,nm). Luând n = max; ni > 0, 
obţinem K C S(a,n), adică mulţimea K este mărginită. 
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Teorema 3.3.2 Caracterizarea mulțimilor compacte cu şiruri. 

O submulțime K C X a unui spațiu metric este compactă dacă şi numai dacă pentru orice 
şir de puncte din K există un subşir convergent în K, adică V (£n) C K, 2 (£fin)) subgir astfel 
încât Tfn > EEK. 


DEMONSTRAŢIE: Presupunem mulţimea K compactă şi fie (an) un şir de puncte din K, astfel 
încât acest şir nu conţine subşiruri convergente în X. Dacă ar conţine un subşir convergent în 
X, atunci Zin) > E E X, Tfn) E K. Din teorema 2.4.3 £ e K şi, cum K este compactă, K este 
închisă, deci £ € K. 

Considerăm acum mulțimile 


Dy=X =i ti tis Da ii DLE A t Baie e apa ate hea Dhr ES ACAD inea Pană 


care au proprietățile: 


Do C DCDC. CDC... (3.2) 


ŞI KcC Unen Dn. 
Fie y € Do. Dacă pentru orice r > 0 S(y,r) conţine termeni ai şirului (£n), luăm r = i 
Zn ES (v, 1) . Obţinem astfel un şir de puncte £#(n) — Y, ceea ce contravine faptului, că nici un 


subşir al şirului (£n) nu este convergent în X. Deci 3r > 0, astfel ca S(y,r) C Do, prin urmare, 
Do este o mulţime deschisă, iar din (3.2) avem (Dn) şir de mulţimi deschise, care formează o 
acoperire deschisă a lui K. Cum K este o mulţime compactă, se poate extrage o subacoperire 
finită a sa, K C Dn, UD, U+- U Dn = Dn, unde n = max;—1p Ni deci K C Dpr. Dar din 
modul de definire al mulțimilor Dn avem £n Z Dn şi £n E K. Am obţinut astfel o contradicţie, 
aşadar orice şir de elemente din K conţine un subşir convergent în K. 

Pentru a demonstra reciproca vom arăta următoarele: 

1. Ve > 0 există o acoperire finită a lui K formată din sferoizi de rază e, adică K C 
S(x1,€) U+- U S(£p,£) unde z1, T2,..., £p E K. 

2. Dacă K C UierD,; este o acoperire deschisă, atunci 3 eo > 0, astfel încât Y x € K, 
Jiz E€ I cu S(x, £o) C Di,- 

Presupunem că 2 eg > 0 astfel încât nu avem o acoperire finită a lui K de sferoizi deschişi 
de rază €o. Dacă xo € K şi K g S(zo,co), atunci 3 zı € K astfel ca xı Z S(zo, £0), deci 
d(x1, zo) > EQ. 

Dacă K ¢ S(zo,20)U S(x1,£€0), atunci 3 z2 € K astfel ca rə  S(x£o0,€0) U S(£1,€0) > 
d(z£2, £0) > £o şi d(£2, £1) > eo. Continuând procedeul, formăm un şir de elemente din K, (£n) C 
K astfel încât V p,q EN d(£p, £q) > eo. Acest şir nu poate avea nici un subşir convergent în X. 
Dacă (£f(n)) ar fi un subşir al girului (£n), convergent în X, atunci (£ f(n)) ar fi gir fundamental 
adică Ve > 0, 3 n(e) € N astfel ca V p,q > n(e) d(£p, £4) < £ şi obținem astfel o contradicţie. 
Prin urmare V £ > 0, K C S(x1,€) U S(x£2,€) U +- U S(£p, €) cu £1, £2, ..., £p E K. 

Pentru a arăta afirmaţia a doua presupunem că V € > 0, J ze E€ K astfel ca viel 
S(ze,€) É Di. Luăme = ğ, n € N*. Pentru fiecare n € N* există £n € K astfel încât 


S (za 1) ¢ D;,V i€ I. Dar din ipoteză avem că şirul (£n) din K conţine un subşir convergent 


în K, adică există (x£ f(n)) astfel încât zfin > EEK. 

Cum K C U;erDi, există io € I astfel încât € € Dip. Deoarece D; este un deschis, există 
r>0,r €R cu S(£,r) C Dig. 

Pentru n suficient de mare avem d(z ffn), E) < 5 Şi Fi) < 5 Arătăm că are loc următoarea 


incluziune S (zro Fi) C S(€,r). Pentru aceasta fie 
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yes (ro is) 


d(y€) < d(y, £ fin)) + d(E fin), E) < no i Poon 


prin urmare, S (2i, 75) C S(€,r) C Dig, contradicție. 

Pentru acoperirea deschisă {D;|i € I} a lui K alegem un e > 0 astfel încât să se verifice 
proprietatea 2. Conform proprietăţii 1, pentru acest e există o acoperire finită a lui K cu sferoizi 
de rază e, adică K C S(x1,€) C S(z2,5)U:::U S(£n, €) cu S(xj,2) C Di Vin. 

Am obţinut astfel K C Dip, U Dip, U> UD 


iš izp, adică K este o mulţime compactă. 
Corolarul 3.3.1 Un spațiu metric X este compact dacă şi numai dacă orice şir de puncte din 
X conţine un subşir convergent. 


Teorema 3.3.3 Orice interval [a,b], a,b e R, a < b închis şi mărginit pe R este compact. 
DEMONSTRAŢIE: Dacă (£n) este un şir de puncte din [a,b], atunci el este mărginit şi, conform 


lemei lui Cesaro, acest şir conţine un subşir convergent către un punct E € [a,b] = [a,b]. Din 
teorema, 3.3.2 obţinem că intervalul închis şi mărginit [a,b] din R este un compact. 


Teorema 3.3.4 Dacă X şi Y sunt spaţii metrice compacte, atunci spaţiul metric X x Y este 
compact. 


DEMONSTRAŢIE: Pe mulţimea X x Y se introduce distanţa 


d(z,9) = ya (21,22) + tn), Va = (21,91), y = (22,92) € X x Y; 


Considerăm şirul ((£n, Yn)) de puncte din X x Y. Cum (zn) C X, iar X este spațiu metric 
compact, rezultă că există subşirul convergent (£f(n)) al girului (£n), f(n) `> a € X, unde 
f :N—N este o funcție strict crescătoare. Y fiind spatiu metric compact, şirul (yf(n)) C Y are 
un subşir convergent (teorema 3.3.2) (Ya(f(n))); Yglfín > b € Y, unde g : N > N este o functie 
strict crescătoare. 

Evident £g(f(n) — a şi am găsit subşirul ((Lg(f(n))» Yg(f(n))) al sirului ((£n, Y⁄n)) din X x Y 
convergent către (a,b) € X x Y. Prin urmare, conform teoremei 3.3.2, rezultă X x Y spațiu 
metric compact. 


Corolarul 3.3.2 Orice paralelipiped închis P = [a1,b1] x [a2, b2] x :-: x [ap, bp] din RP este 
compact, p > 1. 


DEMONSTRAȚIE: Din teorema 3.3.3 intervalul [a;, b;] din R este compact, V i = 1,p. P fiind 
produs cartezian finit de mulțimi compacte, rezultă conform teoremei 3.3.4 P este un compact. 
Caracterizarea mulțimilor compacte din RP, p > 1. 


Teorema 3.3.5 Heine - Borel 
O submulțime K C RP, p > 1 este compactă dacă şi numai dacă este închisă şi mărginită. 
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DEMONSTRAŢIE: Necesitatea, a fost arătată la teorema 3.3.1. Pentru a demonstra, suficiența, 
fie K C RP o mulţime închisă şi mărginită. Atunci există un paralelipiped P C RP, P = 
[a1, b1,] x [a2, b2] x -++ x [ap, bp] astfel încât K C P. 

Dacă (zn) este un şir de puncte din K, atunci (£n) C P şi, cum P este compact, şirul (£n) 
conţine un subşir convergent Tfn) — € în P, unde f : N — N este o functie strict crescătoare; 
Tfn) E K > ce K = K, adică şirul (£n) conţine un subşir convergent Tfn) — € în K şi, 
conform teoremei 3.3.2, mulţimea, K este compactă. 


Observaţia 3.3.1 1. Dacă K C RP nu este închisă sau nu este mărginită, există acoperiri ale 


lui K cu intervale deschise, din care nu se poate extrage o subacoperire finită, adică K nu este 


un compact. Dacă K = (—1, 1), intervalele (- + = 1 — 1) constituie o acoperire a lui K, dar 


din care nu se poate extrage o subacoperire finită. Dacă K = [0, 00), intervalele (n —2,n),n > 1 
constituie o acoperire a lui K, dar din care nu se poate extrage o subacoperire finită. 

2. Orice mulţime finită K = {a1,a2,...,an} C X, unde X este un spaţiu metric, este închisă 
şi mărginită, deci compactă. 

3. Orice reuniune finită de mulţimi compacte este compactă. 

4. Intervalele (a,b), a,b), (a,b] nu sunt compacte deoarece nu sunt închise, ca şi spaţiile R şi 
R? deoarece nu sunt mărginite. ; 

5. Sfera S = (x,y, 2) € R | £?+y? +2? = 1) şi elipsoidul plin (x,y, 2) € R? | PHH S 
1} sunt mulțimi compacte. 


3.4 Continuitate pe compacte 


Teorema 3.4.1 Dacă X,Y sunt două spații metrice, DZ K C X un compact şi f: K —Y o 
funcţie continuă pe K, atunci f(K) CY este un compact. 


DEMONSTRAŢIE: Fie (D;|i € I) o acoperire cu deschişi din Y a lui f(K), deci f(K) C 
Uier Di. Atunci 
KES GENE (U ni) SSID 
icI icI 
Deoarece f este continuă pe K, iar D; sunt deschişi în Y, conform teoremei 3.1.5, rezultă că 


mulțimile f-1(D;), i € I sunt deschise în X. Cum aceste mulţimi formează o acoperire a lui K, 
iar K este un compact, există mulţimea J C I finită astfel ca K C Uieyf-1(D;). 


KENST (U E) SJIT O c UD. 


ieJ iEJ ieJ 
Aşadar, din acoperirea (D; |i € I) a lui f(K) am extras o subacoperire finită (D;|i € J), adică 
f(K) CY este un compact. 


Definiţia 3.4.1 O funcţie f : A — R îşi atinge marginile dacă 3 0,B E€ A astfel încât 
infzea f(x) = f(a) şi supaea (£) = (8). 


Teorema 3.4.2 Orice funcţie f : A — R definită şi continuă pe un compact A dintr-un spațiu 
metric X este mărginită şi îşi atinge marginile. 


DEMONSTRAŢIE: Întrucât f este continuă pe A şi A C X compact, conform teore- 
mei 3.4.1, rezultă f(A) C R compact, iar din teorema 3.3.1 f(A) este mărginită şi închisă; 
infazea f(2),supaea f(x) € f(A) = f(A), deci f îşi atinge marginile. 
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3.5  Mulţimi conexe 
Fie X un spaţiu metric fixat. 


Definiţia 3.5.1 O submulțime C C X se numeşte neconeră dacă există două mulţimi deschise 
nevide Dı şi Da în X astfel încât 
DINDNC=10 


DıNC ZÍ, D:NC# i Cc Di UD (3.3) 


Un spaţiu metric X se numeşte neconez dacă există două multimi deschise nevide Dı şi Da în 
X astfel încât X = Dı U Də şi Dı N D2 = Í. 
O submulțime C C X se numeşte coneză dacă nu este neconeză. 


Observaţia 3.5.1 a) Spaţiul X este conex & orice submulțime nevidă simultan închisă şi de- 
schisă în X coincide cu X. 

b) A spune că o mulţime C C X este coneză înseamnă că aceasta "este formată dintr-o 
singură bucată". 


Exemplu 3.5.1 1. Într-un spaţiu metric mulţimea formată dintr-un singur punct este coneză. 
2. Într-un spaţiu metric X mulţimea formată din 2 puncte distincte este neconeză.  Într- 
adevăr, dacă C = {a,b} e X,azb, atunci pentru Di = X — {a}, Da = X — {b} se verifică 
3. Multimea C = (—1, 1] U (4,5) este neconeză, deoarece pentru Di = (—1,2) şi Da = (4,5) 
se verifică (3.3). 
4. Sferele sunt coneze. 
5. În plan o coroană circulară este coneză. 


3.6  Continuitate pe conexe 


Teorema 3.6.1 Fie X, Y două spaţii metrice şi f: X — Y o aplicaţie continuă. Dacă A C X 
mulţimea este coneză, atunci mulţimea f(A) CY este coneză. 


DEMONSTRAŢIE: Presupunem că f(A) este neconexă. Din (3.3) există două mulţimi deschise 
nevide A: şi A2 în Y astfel încât Aı N A2 N f(A) = 0, ALNA F(A) # 0, AN f(A) # Ú şi 
f(A) C A1U A. Functia f fiind continuă, rezultă că mulțimile Dı = fTt(A1) şi Do = f- (42) 
sunt deschise în X şi nevide. 

ANf(A) Zile 3ye ANFfA) > 3xeE A astfel încât y € A gi y = fle) > rE 
Dı N A= Dı NA #0. În mod analog se arată că 


D:N A#Î. (3.4) 
Din f(A) C Aı U Aa > AC f-I(f(4)) c FTA U A2) = Dı U Do, deci 


AC DU Do (3.5) 


Presupunem că Dı ND NA#0=> Jzxe DiN D:NA s> f(x) e f(A) N AN A = Í, absurd, 
prin urmare 
DiN Dın A=}. (3.6) 


Din (3.4), (3.5) şi (3.6) obtinem A neconexă, fals, aşadar f(A) este conexă. 
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Teorema 3.6.2 O mulţime C C X dintr-un spațiu metric este coneră dacă şi numai dacă orice 
funcţie continuă f : C — 10,1) este constantă. 


DEMONSTRAŢIE: = Fie C conexă şi presupunem că există o funcţie continuă f : C — 10,1) 
neconstantă. Atunci f(C) = {0,1} din teorema 3.6.1 ar rezulta conexă, ceea ce este absurd. 

< Presupunem că orice funcţie continuă f : C — 10,11 este constantă. Dacă C este 
neconexă, atunci există mulțimile deschise şi nevide D1, Də în X astfel încât CN Dı N Də =), 
DıNC Í, Də NC ý şi C c Dı U Do. 

Definim funcţia f : C — {0,1} 


Adi 0, zE DIAC 
E 1, rE DNC. 


Din c € Dı N C > f(c) = 0. Cum Dı este un deschis în X, există S(c,6) C Dı astfel încât 
f(x) = 0, Y x e S(c,6) NC. Analog se arată că dacă c € Da N C există S (c, 1) astfel încât 
f(x) = 1,v z e S(c,5) N C, adică funcţia f este continuă şi neconstantă, ceea ce contrazice 
ipoteza. Aşadar mulțimea C este conexă. 


Teorema 3.6.3 Dacă {C;|i e 1,C; coneră} este o familie de mulţimi conexe ale unui spaţiu 
metric X astfel încât NicrCi Æ 0, atunci mulţimea UicrCi este coneză. 


DEMONSTRAŢIE: Fie f : C — {0,1} o funcţie continuă, unde C = Ui;erC;. Deoarece 
NierCi Æ 0, există c e NierCi. Presupunem f(c) = 1. Pentru orice x € C, 3i € astfel încât 
x € Ci. Restricţia funcţiei f la C; fiind continuă, iar C; conexă, rezultă că f este constantă pe 
Ci. Atunci, deoarece c € Ci, f(x) = f(c) = 1, aşadar f este constantă pe C şi, conform teoremei 
3.6.2, obţinem C conexă. Cazul f(c) = 0 se tratează în mod analog. 


Definiţia 3.6.1 O mulţime I C R se numeşte interval dacă din a,b E€ I,a <bşia<cs<t, 
rezultă cE I. 


Teorema 3.6.4 O submulțime C C R este coneză dacă şi numai dacă C este un interval. 


DEMONSTRAȚIE: = Fie C conexă şi presupunem că C nu este interval. Atunci, rezultă că 
există numerele a, b, c astfel încât a <c <b, a,b,€ C şṣic gC. Luând Dı = CN (—%,c) Æ Ó gi 
Də = CN (c, o0) 7) se verifică condiția (3.3) şi rezultă că C este neconexă, ceea ce este absurd. 
Aşadar C este un interval. 

< Fie C un interval şi presupunem că este neconex. Conform teoremei 3.6.2 rezultă că există 
o funcţie f : C — 40,1) continuă şi neconstantă. Atunci din teorema Darboux-Bolzano funcţia 
f ar trebui să ia valoarea z, ceea ce este fals, deoarece f ia numai valorile 0 şi 1. 


Corolarul 3.6.1 Dacă f : X — R este o funcţie continuă, C C X coner, pentru care există 
a,b e C astfel ca f(a) <0 şi f(b) > 0, atunci există c € C astfel încât f(c) = 0. 


DEMONSTRAŢIE: Conform teoremei 3.6.1 rezultă că f(C) este o submulțime conexă a lui R, 
adică un interval. Atunci, pentru că 0 € [f(a), f(b)] C F(C), există c e C astfel încât f(c) = 0. 


Observaţia 3.6.1 71. Proprietatea din corolarul 3.6.1 se numeşte proprietatea lui Darbouz. 
Această proprietate nu o au numai funcţiile continue. 

2. Orice mulţime conveză din R” este coneză. 

3. Orice interval din R” este coner. 
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Definiţia 3.6.2 O mulțime deschisă şi coneză într-un spaţiu metric se numeşte domeniu. 


Definiţia 3.6.3 Pie a,b e R”. Se numeşte linie poligonală ce uneşte punctele a,b o submulțime 
L C R” astfel încât să existe punctele zi, £2,...,£m E R” şi Lap = |a, z1] U [£1, £2] U -+ U 
[Em-1, £m] U [Em, b]. 


Observaţia 3.6.2 1. Intervalul |a,b] în R” se defineşte ca fiind 
la, b] = {(1 — t)a + tb| t € [0,1]). 


2. Intervalul [a,b] din R” este conez, deoarece [a,b] = f([0,1]), f(t) = (1—t)a+tb, V t € [0,1], 
iar funcția f este continuă pe multimea coneză [0,1]. 


Caracterizarea mulțimilor conexe în R” 


Teorema 3.6.5 Fie D C R” o mulţime deschisă, nevidă din R”, n > 1. Sunt echivalente condiți- 
ile: 

1. D este domeniu în R”; 

2. Orice două puncte din D pot fi numite printr-o linie poligonală conținută în D. 


DEMONSTRAŢIE: 1 > 2 Fie a,b € D două puncte fixate. Notăm Dı = {x € D | există o linie 
poligonală în D, care uneşte punctele a şi x} = (x € D| 3 Lar C D} şi Do = D — Di; Di şi 
Də mulţimi deschise. Dacă Də Æ Ø, atunci D este neconexă, ceea ce contrazice ipoteza. Prin 
urmare Dı = D şi b € Di, adică 3 Las C D. 

2 > 1 Fiea € D un punct fixat. Pentru orice punct b € D există o linie poligonală Lab C D şi 
care, conform teoremei 3.6.3, este mulțime conexă. Mulțimea D = Ube D Lab este conexă, deorece 
Lap sunt conexe şi Nbep Lab = {a}. 


3.7 Funcții uniform continue 
Fie (X,d) şi (Y, d’) două spaţii metrice, DZ A C X. 


Definiţia 3.7.1 O funcție f : A — Y se numeşte uniform continuă pe mulțimea A dacă V e > 0, 
3 6(2) > 0 astfel încât V x,y E€ A cu d(x,y) <6(2) > d'( f(x), f(y)) < €. 


Observaţia 3.7.1 1. Continuitatea uniformă este o proprietate globală a funcțiilor, în timp 
ce continuitatea este o proprietate punctuală. 


2. Orice funcţie f uniform continuă pe A este continuă pe A. Într-adevăr, din definiţia 3.7.1 
pentru a = 1 € A fizat se obține f continuă în a şi, cum a € A a fost ales arbitrar, rezultă 
f continuă pe A. Reciproca este, în general, falsă. 


3. În continuitatea punctuală ô depinde, în general, de e şi de punct, pe când în continuitatea 
uniformă ô depinde doar de e. 


Exemplu 3.7.1 1. Funcţia f: R— R f(x) = a este uniform continuă pe R, deoarece V e > 0 
punând 6(2) = e obţinem 


Vg, ER cu |x- zr'|< 8le) = e > f(x) f(| =]r -r'| <e. 
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2. Funcția f : (0,1) — R f(x) = : nu este uniform continuă pe (0,1). Presupunem f 


uniform continuă pe (0, 1); atunci pentru e = l ezistă 6 > 0 astfel încât V z,x € (0,1) cu 


pa < ô => |f(x) — fai < : Fie x = Her = ao, nEN astfel încât A < 5. 
unc 


1 1 i 
n+1 n+2 n+1 


< => fa) f(x) =/m+1- (n+2)|=1< À 


fals. 
3. Funcţia f : (1,2) x (1,2) > R, f(x,y) = J este uniform continuă. Într-adevăr, fie e > 0 
şi x, x,y, y' e (1,2) astfel ca |x — x'| < ô, |y — y'| < ô, unde 0 < ô < §; 


a x| le -= ry| lo —x'y +y- xry] 
fæ, y) = F yl = ra = 1 = 1 < 
y y yy yy 
ki aul Pe ABE x 1 
A REE st y E E e 
yy yy 


Teorema 3.7.1 Heine (1821 - 1881) 
Orice funcție f : A— Y continuă pe un compact A este uniform continuă pe acel compact. 


DEMONSTRAȚIE: Presupunem că f nu este uniform continuă. Atunci J€ > 0 astfel încât 
Y ô > 0, există x,’ e A cu d(x, x') < 65 pentru care d'( f(x), f(£x')) > e. Luăm ô = E n>l. 
Există şirurile (£n), (£4) C A cu d(£n, £4) < 1 astfel ca d'(f(£n), f(x) > e. A C X compactă 
= şirul (zn) C A conţine un subşir convergent în A, deci există h : N — N funcţie strict 
crescătoare şi a E€ A astfel ca £an) > a pe X. 

Cum d(£n, £4) < 2 => T(n) — a pe X, iar din continuitatea funcţiei f > f (£an) > f(a) 
pe Y şi Fhin) — f(a) pe Y, adică d( F (nn) F (Ehin) — 0, ceea ce contrazice faptul că 
d( f (£rin)), fiu) >€, Yn > 1. Rezultă f uniform continuă. 


Exemplu 3.7.2 1. Funcția f : [0,1] —> R 


= 
8 
| 

© 


este uniform continuă pe [0, 1], deoarece este continuă pe compactul [0, 1]. 
2. Funcția f : [1,2] x [1,2] — R f(x,y) = 7 este uniform continuă, deoarece este continuă 
iar [1,2] x [1,2] este compact. 


Observaţia 3.7.2 Dacă f : X — X, atunci au loc următoarele implicații f contracție => f 
uniform continuă = f continuă. 

3.8 Aplicații liniare şi continue 

Fie E şi F spaţii vectoriale normate, reale. 


Definiţia 3.8.1 Funcţia f : E — F se numeşte aplicație liniară sau operator liniar dacă: 


1. f(x +y) = f(x) + f(y), Y x,y € E; 
2. flax) =af(a),vze E şivaeR. 
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Exemplu 3.8.1 1. E=F=R. 
Dacă f : R — R este o aplicaţie liniară, atunci f(x) = f(£1) = zf), vaz € R, deoarece 
mulţimea {1} este bază în R. Notând f(1) = a ER găsim că toate aplicaţiile liniare de la R la 
R sunt de forma f(x) = az, vzeR. 
2 E=R, F=R. 
Considerăm în R” baza canonică 1e1,...,€en), iar în R baza {1}, unde ei = (0,...,1,...,0), 
vVi=1,n. Orice x e R”, x = (£1,..., £n) se scrie sub forma £ = tie + £262 ++- + Enen- 
Dacă f : R” — R este aplicaţie liniară de la R” la R, atunci 


f(x) = f(£1e1 + zoe + --- + Znen) = x1 f (e1) + ro f(e2) + --- + Enf (en). 


Notând f(e;) = a; e R obținem că toate aplicaţiile liniare de la R” la R sunt de forma f(x) = 
X; tizi = (a,x), unde a = (a1, ..., an) E€ R”. 

3. E=R, F=R". 
Dacă f : R — R” este aplicație liniară de la R la R”, atunci pentru orice x E€ R avem 


f(x) = f(x1) = xf (1) = z(aje1 + azez 4 + + amem) = z(a1,a2,..., am), 


unde f(1) E R”, f(1) = (a1,a2,...,am), iar {€1,€2,...,€m} este baza canonică din R”. 
Observăm că f(x) = (za1,...,£am) = (fi(£),..-, fm(£)), Vaz E R unde fi : R > R sunt 
aplicații liniare. 
4. BR, F=R". 


Fie {e1,..., en}, respectiv {e}, ..., €en} bazele canonice din R”, respectiv R™. Dacă f : R” — R™ 
este aplicaţie liniară între spațiile R” şi R”, atunci V x E€ R” x = (x£1,..., £n) avem 
n n 
Rl) PI ala ae 
j=1 j=1 


Cum f(e;) E R”, flej) = Yi aije,, deci 
n m m 
CE 03 aut) Sa NE 
j=1 i=1 i 
n n n 
= S djip aies S amat = 


(filz), falx), e 3 fm(2)), 


unde fi : R” —> R, fi(x) = (bi, £), bi = (ai, di2,- , Qin), i = Î,m sunt 


R” R” 
aplicații liniare. 
Matricea A = (aij), i = 1,m este matricea asociată aplicației 
fi pri liniare f în bazele canonice din R” şi R™. 
R 


Observaţia 3.8.1 1. Dacă f : R” — R” şig: R™ — RP sunt aplicații liniare ce au matricele 
A, respectiv B relative la bazele canonice ale spațiilor respective, atunci operatorul go f : 
R” — RP are matricea BA. 


3.8. Aplicaţii liniare şi continue 59 


2. f: R” — R” este aplicație liniară = cele m componente fi : R” — R sunt aplicaţii liniare. 


Definiţia 3.8.2 Aplicația liniară f : E — F este mărginită dacă 3 m > 0 astfel încât ||f(z)]| < 
mir], vz e E. 


Observaţia 3.8.2 În definiţia 3.8.2 ||f(£)|| reprezintă norma în spaţiul F, iar ||x|| reprezintă 
norma în spaţiul E. 


Teorema 3.8.1 Fie f: E — F o aplicaţie liniară. Sunt echivalente următoarele afirmaţii: 
1. Aplicație f este continuă pe E. 
2. Aplicația f este continuă în Op. 
3. Aplicația f este mărginită. 


DEMONSTRAŢIE: 1 > 2 evident; 

2 > 1. Fie zo € E şi £n — zo. Atunci £n — zo — Opg şi, conform ipotezei, f(£n — zo) — 
f(0g) = Or, de unde f(x) — f(zo) — Or. Deci f(£n)— f(xo), adică f este continuă în punctul 
zo. Cum zo E E a fost ales arbitrar, rezultă că aplicaţia liniară f este continuă pe FE. 

2 = 3. Presupunem f continuă în 0g, deci Ve > 0, 3 6(e) > 0 astfel încât Y x € E cu 
|z]| < (e) avem ||f(z)]| < e. Alegem e = 1; atunci 


Jð >0 astfel încât dacă ||z|| < ĉr EE avem ||f(x)|| <1. (3.7) 
Fie y € Ey70 0. Notăm yı = stry; Iel = Ll = da < ô si, conf 
ie y € E,y # 0g = liull > 0. Notăm şi = ptr lan = B| = $ < da si, conform 


(3.7), va rezulta || f(y1)|| < 1. Dar 


won = DN- el 
i 


2 
lu] IF) < 1 > fl < gel 


Dacă y = 0g, atunci f(0g) = Or şi ||0g|| = 0. Aşadar, aplicaţia liniară f este mărginită. 

3 > 2. Fie £n — 0g şi presupunem că f este mărginită, deci 2] m > 0 astfel încât 
Va E€ E avem ||f(z)|| < mlz||. Atunci 0 < ||f(zn)|| < mlz]] si trecând la limită avem 
| £f(2)]|| > 0 = f(zn) > 0r = f(0p), adică f este continuă în 0p. 


Fie E şi F spaţii vectorial normate. Notăm £Lc(E, F) = (f e L(E,F)| f este continuă pe 
E) spaţiul aplicaţiilor liniare şi continue de la Æ la F. 


Teorema 3.8.2 Lo(E, F) este spaţiu vectorial normat. 
DEMONSTRAŢIE: Se verifică uşor că Lo(E, F) este un spaţiu vectorial. 
Fie f e Lo(E, F), adică f este o aplicaţie liniară şi continuă între spaţiile vectoriale normate 


E şi F şi notăm 
mı = sup {|| fœ) læ = 1) = [fll 


i sup | IE) ja or} =f 


læ 


ma = sup {|| fæ) | æl < 1) = [Flis 
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ronel = 9 = (EP ian = 1 e E agor, 
astfel 
Se (3.8) 
Fie x Æ 0p, Z = Tel Cum ||Z|| = 1 rezultă 
F(E) < ma (3.9) 
roi- l za | r ja 


Din (3.9) şi (3.10) obținem Well < mı, z 4 0p de unde mı > m» care împreună cu (3.8) ne 


dă m = mo. 
Demonstrăm că mı < ma < mo. 


UFC el = 1y e Ulf ell s 1) > ma < ms. 


Dacă 0 < fel < 1, atunci |f(2)]| < MEH < mə, asadar, ms = sup{l fæ) ll < 1} < 
mə. 
Dacă ||x|| = 0 = z = 0g > || f(0p)|| = 0 < mə şi astfel am arătat că mı < m3 < Mə şi, cum 
mı = mo, obtinem ma = mo = ma. 
Arătăm că f — ||f|| = mı = mo = ma este normă. 
1. F20, Ifl =0 = f(x) = 0r. Avem 
z 
iri = VOl o, va pop = FOI 
=> |fii)] 0 Yr#0pg => f(z)=0r, Na ZO 


Cum f(0g) = Op, rezultă f(x) =0p, VzekE. 


<0, Vz#0g > 


2. IF + gll < IFI + al (3-11) 


(3.11) e sup{||f (2) + ao) || lzl = 1} < sup{l| fœ) + lg) llel = E m 
Avem ||f(z) + g(2)]] < IF) + gta) si 


t t 
m È supt fŒ) llel =1} m” = sup{|lg(x)|| | llel] = 1}, 
şi arătăm că m = m +m". 
If(zll<m, MED EEH Ell m +m”, Y æ E E, lell = 1. 


Cum m este cel mai ig majorant pentru || f(2)|| + Ilg(æ)l], |z]] = 1, rezultă m < m + m”. 
Fie e > 0, Mm +m” — e =m -$ +m" = 5; 


€ . E 
IED >m 5 si llm- Vree, lal=1, 


deci m’ + m” = m. Prin urmare, |f + |] < IfI + la]. 


3. lafl = supillaf(a)l| lell = 1) = suple fæl llel = 1} = 
= lalsupțiif(a)III zl = 1y = lall fll, vae K. 
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Observatia 3.8.3 În general Lo(E,F) C L(E,F), dar se verifică uşor că dacă E şi F sunt 
spaţii vectoriale normate finit dimensionale avem egalitate, adică Lo(E, F) = L(E, F). 


Teorema 3.8.3 Dacă F este spațiu Banach, atunci Lo(E, F) este un spațiu Banach. 


DEMONSTRAȚIE: Fie (fn) un gir fundamental de aplicații liniare gi continue. Atunci V € > 0, 
n(e) € N astfel încât Y n > n(e) şi Yp > 1, p EN ||fn+p— falls < £; 


lfn+p — Falla = supt no) — fala) | lell < 1) 


| fnrp(z) — fall < lfntp — fnllallizi) < elel] < e, 


adică şirul (fn) fundamental în Y şi, cum spaţiul Y este complet, şirul (fn) este convergent. Fie 
f(x) = liman Jn(x). Pentru orice x,y € E şi Va, e K avem: 


f(az + by) = im fnlaz + By) = im [lafa(2) + Bf-(y)] = 
= af(z)+ Bf) > fe L(E,F) 


Arătăm că f este mărginită. irul (fn) fiind fundamental, el este mărginit, adică 3 M > 0 astfel 
încât Y n E N ||fall < M. Din [fŒ] fala) < If) — fax) obtinem limao || fal] = 
|f(2)||. Atunci 

ION im aE lim Ilfalslel < Mæl <M, 


adică aplicația liniară f este mărginită şi conform teoremei 3.8.1 ea este continuă pe X. Aşadar, 
f e Lo(E, F J; 
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3. Funcţii continue 


Capitolul 4 


Diferenţiabilitate 


4.1 Funcţii diferenţiabile 
Fie f: A — F o funcţie definită pe deschisul A C E, unde E = R”, F = R”. 


Definiţia 4.1.1 Spunem că funcția f este diferențiabilă în punctul xo E€ A dacă există o aplicație 
liniară | e L(E, F) astfel încât 


f(x) — f (xo) — I(x — xo) 


p52 jæ- zo] 


Sür (4.1) 


Funcția f este diferențiabilă pe multimea A dacă este diferențiabilă în orice punct xo € A. 


Observaţia 4.1.1 1. Dacă notăm x — xo = h, atunci funcția f este diferențiabilă în punctul 
xo E€ A dacă ale C(E,F) astfel încât 


f(zo +h) — f(xo) — Ilh) 


li = f 
ar ja] K 
2. Dacă notăm i 
f(x) f(xo) (x xo) = a(x), 


ez — xoll 
atunci funcţia f este diferenţiabilă în punctul xo € A dacă f(x) = f(zo)+l(z—zxo0)+||z—zolla(a), 
lim a(x) = Op. 
z—z0 


Teorema 4.1.1 Dacă o funcţie f: A— F, A = À C E este diferenţiabilă într-un punct xp € A, 
atunci aplicaţia liniară l e L(E, F) din definiţia 4.1.1 este unic determinată. 
DEMONSTRAŢIE: Presupunem că există l1, l2 E€ L(E, F) cu 


lim $0 +h) — fo) — ih) 
ide Thi 
Definim funcţiile g; : E — F, i = 1,2 


alh) =f f(zo+h)— fzo) — h(h), dacă zo+he A 


= Op, t= 1,2. 


—lu(h), dacă zo + h g A? respectiv 


(= f(zo + h) — f(zo) — lo(h), dacă zo+heA 
JaV = —l(h), dacă zo+thgA’ 


gi(h) — g(h) = la(h) -L(A ŽŽ (h),  leL(E,F). 
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. g(h) gı(h) — ga(h) I(h) 
lim = 0p > lim lim —— = 0f 
hop hi >0g La] h=0p hi 
l I(h) ah „tai z IMI ` e 
Din „im nl 7 = Op rezultă că Ve > 0, 3 6(e) > 0 astfel încât dacă ||h|| < (e) să avem 
UB 
ala < e, adică JUh)I| < el. 
Dacă ||h]| = 0 & h = 0g => 1(h) = Op, deci |I(R)|| < ln]. 
Hehi di a Hat ie îi < de); 
|2(2)]] 


lholl = = 6 < (e) > ||i(h2)|| < ellh2l| > 


lholl 


(hə) f (rir ) 


|h2]] 


|: Tal ah) 


În lhl 


[ Pal” 


Deoarece ||l]| = sup | UY |h oz) <e>Ve>0 [|| <£, de unde rezultă ||| = 0 = 
I(h) = 0p, vhe E adică lh(h) = b(h), Yh € E. 


Definiţia 4.1.2 Dacă funcţia f : A — F, definită pe deschisul A C E, este diferenţiabilă într-un 
punct xo E€ A, atunci aplicaţia l E€ L(E, F) din definiţia 4.1.1 se numeşte diferenţiala lui f în 
punctul xo şi se notează l = df (xo). 

Cu această notație relaţia (4.1) devine 


lim FU = F0) — df(zo)(z — x0) 


220 lz — zoll 


= 0p. 


Observaţia 4.1.2 Dacă f : E — F este o aplicație liniară, adică f € L(E, F), atunci f este 
diferențiabilă în orice punct xo € E şi df (zo) = f. Într-adevăr, avem 
f(x) — fizo) — f(z- zo) Op 


lim = lim ————— = 0p 
220 |z — zol z—a0 ||z — zo| 


O 
Teorema 4.1.2 Orice funcţie f : A — R, A= A CR, este diferenţiabilă într-un punct zo € A 
dacă şi numai dacă f este derivabilă în xo. 


DEMONSTRAŢIE: f este diferențiabilă în xo e A & ale L(R,R) astfel încât 
lim $) fizo) — l(a = 20) 
z=zo |z — xol 

Cum l € L(R,R) = I(x) = az, V x € R, unde a = (1) € R. Deci f este diferenţiabilă în 
zo & Ja €R astfel încât 


ii f(x) — f (z0) — alx — xo) _ 


=0. 


=0% lim =0 6 
£—>x0 |x — zol x£—>xo |x == zo| 
im ©) fizo) -alz -20) ja im FE fE) 20 
£—>zx0 £ — To T—>T0 T — To 
lim 1) — Ian) =a & f'(zxo)=aER<& f este derivabilă în zo. 
xz—>r0 — £o 
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În plus, avem df (zo) : R > R, 
df(zo)(h) = f'(£o)h (4.2) 


Observaţia 4.1.3 1g: R—R Ii(x) = zx, Vx ER este diferențiabilă în orice punct xo E R şi 
dla(zo)(h) = h = 1h = In(h); astfel (4.2) devine 


df(z0)(h) = f'(zo)h = f'(zo)dig(zo)(h), Y h € R = df (x0) = f'(xo)dig(zo) = 
f'(zo)dla. 


Notând dlg = dz, obţinem df (xo) = f'(xo)dz deci f'(x0) = N 


Teorema 4.1.3 Fie f: A — R” o funcție definită pe un deschis A C R”, zo E€ A şi f = 
(fi, f2,---, fm), unde fi: A —> R, Vi = 1,m. Funcția f este diferenţiabilă în punctul xo dacă şi 
numai dacă funcțiile fi, i = 1,m sunt diferențiabile în xo şi, în plus, avem 


df (xo) = (dfı (z0), df2(x0), . - - , dfm(x0)). 


DEMONSTRAŢIE: f diferenţiabilă în zo e 3l e L(R”,R”) astfel încât f(x) = f(xo) + 
I(x — xo) + ||z — zolla(z), Mrr a(x) = Ogm. Deoarece f = (fi,..., fm), L= (l, lo... lm), 
l; e L(R”, R), a = (a1, @2,...,Qam), Qi: A > R, lim a;(x) = 0, i = 1,m, avem 

z—zo 


(File), falx), --,fm(£)) = (fulzo), fa(z0),---» fm(£0)) + 
+ (l (x — xo), l2(x — zo), ---,lm(£ — £0)) + 
+ ||z — zol|(ai (x), az(x),..- a&m(£)) e 


fi(z) = fi(zo) + li(x — zo) + ||£ — zollļa:(z), lim a;(2)=0 , Vi=1,m. 


T—2X0 


< fi sunt diferenţiabile în zo, V i = 1, m şi df (xo) = (dfi(0), df2(20), -.., dfm(20)). 
Aşadar, este suficient în continuare să studiem diverse proprietăţi ale funcţiilor diferenţiabile 
în cazul m = 1. 


4.2 Derivate parţiale 


Definiţia 4.2.1 Fie f: A— R o funcţie definită pe deschisul A C R” şi a = (a1,02,...,0n) € 
A. Spunem că funcţia f este derivabilă parţial în raport cu variabila x; în punctul a, dacă există 
şi este finită limita: 


f(a1,a2,...,Qi—1, Ti, 008 300 3 an) — f(a1,a2,..., an) 


Tili Ti — Qi 


(4.3) 


Limita (4.3) se numeşte derivata parţială a funcţiei f în raport cu variabila x; în punctul a 


: x fI 
şi se notează ft (a) sau J (9). Avem 


of (a) == lim f(a1,a2,...,Qi—1, Zi, i41; ---,an) — f (a1, ..-, an) = 

Oz; Li Ai Ti — Qi 
=i f(a1,a2,...,Qi—1, ai + h, ai+1,---, an) — f (a1, a2,- i an) 
TA mar: h i 


unde h = zi — aj. 
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A a cete dă anka d du uo ag OT 
Funcția f este derivabilă parțial în raport cu variabila x; pe A dacă există gaz (a) pentru 
2 
orice a € A. Funcţia f este derivabilă parţial pe A dacă pentru orice a € A şi pentru orice 
cu OT. 
i = 1,n există dz, (0. 
Pentru cazul n = 2, respectiv n = 3 vom folosi notaţiile (x1, £2) = (x,y), (a1,a2) = (z0, y0) 
respectiv (£1, T2, x3) z (x, Y, Žž); (aa, Q2, a3) =, (0, Yo, 20). 
O 
Pentru n = 2 functia f: A — R, A = A C R este derivabilă parţial în raport cu x, respectiv 
cu y în punctul (zo, yo) dacă există limita 


of © F(Y) — f(£o,y0) (zo +h, yo) — f (£o, yo) 

Ir (20 ij = £ — T0 o mai h , 
respectiv 

O T — jim (To) — F(z0: v0) _ ji F20 Y0 + h) = F (20,90) 

Oy d Y = Yo h=0 h 


Exemplu 4.2.1 1. f :R? >R f(x,y) = zy? +y, (x0, yo) = (1,1); 


of Ti) — f(1,1) — ză — = 2 — 
Ra e e d e ana RRE 
ðf on fy- fD O n y2, _ 
pia la ii JAI me RS 
of a 22 Of noS 


Definiţia 4.2.2 Fie f: A— R” o funcție definită pe deschisul A C R”, f = (fi, f2,-.., fm) şi 


a € A. Dacă există toate derivatele parțiale grla): unde k = 1,m, i = 1,n, atunci matricea 
? 


9 
ras ( 0) = 


se numeşte matricea jacobiană a funcţiei f în punctul a, sau derivata Fréchet a lui f în punctul 
a. 


Observaţia 4.2.1 


alta) fa) ..- Sita) 
SBa gta)... glia) 
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Dacă m = n determinant funcţional jacobiandeterminantul matricei Jp(a) se numeşte 
jacobianul sau determinantul funcţional al funcţiilor fi, f2,..., fn în raport cu variabilele 
T1, %2,--- Ln în punctul a şi se notează 
D(fi, fara sati fn) 
det J(a) = at N, a). 
n Dleet] ) 


Definiţia 4.2.3 Fie f : A — R o funcţie definită pe deschisul A C R” pentru care există 
derivatele parțiale SL (a), Vi = 1,n într-un punct a € A. Vectorul 
2 


E (Zo, SE ta), po) E 


se numeşte gradientul funcţiei f în punctul a (V este operatorul lui Hamilton). 
Exemplu 4.2.2 1. f : (0,00) xR — R? f(r,t) = (rcost,rsint) 


cost —rsint 
sint rcost 


ne)=( ) i det Jp(r,t) =r. 


2. f : (0,200) x R x R => R? f(r,0,p) = (r cos ysin 0, r sin ysin 0, r cos 0) 


sin cosy rcosĝcosy -rsin ð sing 
J;(r,0,p) = | sinOsinp rcosðsiny rsinð cosy 
cos 0 —rsin 0 0 
şi det Jp(r,6,p) = r° sin 8. 
3. Gradientul funcției f : R3 — {(0,0,0)}—R f(z,y,2) = y2 +42 + 22 este 


zi + yj + zk 
VI ++ z 


Teorema 4.2.1 Dacă f : A — R este o funcţie definită pe deschisul A C R”, diferenţiabilă în 


punctul a € A, atunci f este continuă şi există derivatele parțiale în punctul a, gz (0); vi= lkn: 
? 


DEMONSTRAŢIE: Deoarece funcţia f este diferenţiabilă în punctul a € A avem 


f(z) = f(a) + df(a)(z — a) + |x —alla(az) , lima(z)=0. (4.4) 


L—a 


Trecând la limită în relaţia (4.4) obţinem 


lim f(x) = lim(f(a) + df (a)(x — a) + ||x — alla(z)) = f(a), 


I—aA 


deci f este continuă în punctul z = a. 
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Arătăm pentru uşurinţa scrierii în cazul n = 2 (deoarece 
demonstrația pe cazul general se face în mod analog). 

f este diferenţiabilă în punctul (zo, yo) € 3a,b e R astfel 
încât 


f(z, y) — f(z0, y0) — a(x — zo) — b(y — yo) 


lim =0 
(z,y)>(z0,y0) V(z — x0)? + (y — y0)? 
Aşadar, J3a,b € R astfel încât 
iin f(z, yo) — f(20, yo) — a(x — zo) _ 0, Figura 4.1: 
z—zo |£ — zol 
respectiv 
lim EY) — flo v0) — bly -= vo) _ o 
y—>yo ly — yol 
adică 3 
J3 Jim FE) — (z0, v0) PAA EE i 
T—20 £ — To Or 
2 — o 
J lim [EV foyo) yL LEA A 
y=>yo Y — Yo Oy 


Formula de calcul a diferenţialei 


Fie f: A—R,A= À C R” o functie diferentiabilă în punctul a € A şi pr; : R? —> R 
pra(2,y) = x, pro(x,y) = y proiecţiile liniare, pr; € L(R2,R). 

dprı(xo, yo) (x,y) = 1x +0 = z = pri (x,y) 

dprə(xo, yo) (£, y) = 0 + ly = y = pr2(x, y) 

d f (z0, yo) (x,y) = fu(zo; yo)d prı(zo, yo)(x, y) + fu (o; yo)dpra(zo, yo) (z, y) 

d f (£0, Yo) = fu(zo; yo)d prı(zo, yo) + fy (£o, yo)dpra(20;y0) => 

d f(£0, yo) = fe(zo,yo)dpri + fy(x£0, yo)dpra. Notăm dprı = dz şi dpra = dy. Cu aceste 
notații avem df (x0, y0) = fz(xo, yo)dz + fy(xo, yo)dy. 

În cazul general 


df(a) = fp (a)dzı + f}, (a)dz2 +--+ fy, (a)dīn sau 
(4.5) 
df(a) = SL (oda + SL (ada A pie VI (adr 


unde dpr; = dai, Vi = 1,n; (4.5) reprezintă formula de calcul a diferenţialei. 


. R2 PEREP A PE = of = of = 
Exemplu 4.2.3 1. J: : Rf > R f(x,y) = TyY+Y, (70; yo) = (1, 1), Ib 1) =3, gy LD =3, 


df(1,1) = 3dz + 3dy = 3(dx + dy), iar într-un punct curent (x,y) avem df(x,y) = 3x?y?dx + 
(2x3y + 1)dy. 

2. f: R? >R f(z,y,2) = zyz, ŞI (ay) = yz, Le., z) = xz şi bF (x,y, 2) = zy, 
df (x,y,z) = yzda + zzdy + zydz. 
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3. Funcţia f : R? —> R 


UI, dacă (x,y) +# (0,0) 
2 2 

f(x,y) = VA, 
0, dacă (x,y) = (0,0) 


nu este diferenţiabilă în origine, deşi are derivate parţiale în origine. 


n f(z,0) — £(0,0) . 0—0 


Oz (0,0) z=0 za —0 20 A 
O 0 — f(0,0 0—0 
OF o,o) im FOD 100-0) _ pu 020 0, 
Oy y—0 y—0 y>0 y 


Dacă f ar fi diferențiabilă în origine, atunci ar exista limita 


f(v) — 100,0) — E0, 0)x — É (0,0)y 


lim E 0 > 
(x,y)— (0,0) yr? +y? 
dar limita 
TY 
x2 + y2 l zy 
în = lim a 
(z,y)—=(0,0) 4/ £2 + y? (x,y)— (0,0) T4 + Y 
nu există. 


Observaţia 4.2.2 1. Din exemplul 4.2.3 se observă că nu este în general suficient ca o funcție 
să admită derivate parțiale într-un punct pentru ca să fie diferențiabilă în acel punct. 

2. Orice funcție elementară este diferențiabilă pe orice mulţime deschisă din domeniul de 
definiţie. Prin urmare, funcţiile polinomiale, raționale, exponențiale, etc. sunt funcții diferenți- 
abile. > 

3. Dacă f : A— R”, A= A C R” deschis, f = (fi, fa,.--, fm) şi f este diferențiabilă în 
xo € A, atunci matricea diferențialei df (£0) în bazele canonice este Jp(xo). Dacă m = n, df (xo) 


D( fo fo fm) tAn 


Di îi Boa are) 


A 


este izomorfism & 


le) 
Teorema 4.2.2 Dacă f : A — R, A = A C R”, este o funcţie, ce admite derivate parţiale 
continue într-un punct a € A, atunci f este diferenţiabilă în a. 


DEMONSTRAŢIE: Pentru simplificare vom considera cazul n = 2, a = (£o, yo) € A. 


f(z,y) — fizoso) = fa) — f(zoy) + fzo, 9) — f(zo, yo) = 
g(x) — g(zo) + h(y) — h(yo), 


unde g : [zo,z] = R g(x) = f(x,y), iar h : [yo,y] > R h(y) = f(z0,y). 
glz) — 900) _ im FL) = fb) 


g(t) = lim = lim = felt) 
h'(u) =m h(y) a h(u) — Jim f(z0,y) = f(zo,u) SI flzou)- 


you y-u you y-u 
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Funcţiile g şi h sunt funcţii Rolle pe intervalele [xo, x] respectiv [yo, y]. Aplicăm teorema 
creşterilor finite acestor funcţii. Există € € (£o, x) şi n € (yo, y) astfel încât: 


f(2,y) — F(z0, y0) = g'(E) (£ — z0) + h'(m)(y — yo) = fu v)( — zo) + fy(£o,n)(y — yo). 


în f(x,y) — f(z0, yo) — falo, yo) (2 — 20) — fy(£o, yo)(y — yo) _ 


(z,y)=(z0,y0) V(z — z0)? + (y — yo)? 


1 
= li 1 AS j _ £ 
(æu) (z0,90) V(z = z0}? + (y — yo) [fa(E y) (2 — x0) + fy(z0; n) (y — yo) 


— f(£0,yo)(£ — zo) — fy(£0, vo)(y — vo)] = 
=- a (falé y) — falto, yo)) (£ — o) j (fy(£0,n) — fy(£0, y0)) (y — yo) 
(x,y)—>(zx0,y0) (2 — x0)? + (y — y0)? (2 — x0)? + (y — y0)? 


(FLE y) — fi(zzo, yo) (£ — o), (fu(zo:) — fy(zo, 90))(y — yo) 


0 < ! 

o y (z — z0)? + (y — y0)? y (z — z0)? + (y — y0)? 

1 opl |z — zol 1 op 
< [felé y) i AGA Ye ze) e EET a + |£,(zo,n) fu(7o, yo)| 

Da < Ea) = Peas) + lleon foto), 
deoarece 
|x — zo| ly — yol <1 
(€ = z0)? + (y = yo)? y (z — z0)? + (y — yo)? ~ 


Când (x,y) — (z0, yo) atunci (£, n) — (xo, yo). Cum derivatele parţiale sunt funcții continue 
în (x0, Yo), 


PE Ma file: y) = fa(£o, yo) , respectiv pm fp (2o, n) = fp (2o, yo). 

Obţinem 
fir fe) — F(z0, y0) — fe(zos yo)(z — 20) — fu( 70; yo)(y — Yo) _ ó 
(z,y)—>(z0,y0) V(z — z0)? + (y — y0)? ? 


adică funcția f este derivabilă în punctul (20, yo). 


Corolarul 4.2.1 Orice funcție f : A — R definită pe un deschis A C R”, ce admite derivate 
parțiale continue pe A, este diferențiabilă pe A. 


Observaţia 4.2.3 Notăm CO(A) mulţimea functiilor continue definite pe 
deschisul A C R” şi cu C(A) mulţimea functiilor continue cu derivate partiale continue pe 
deschisul A C R”. A 

Cu aceste notații corolarul 4.2.1 se enunţă astfel: orice funcţie f: A— R, A= AC RY, 
f e C(A) este diferenţiabilă pe A. 
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4.3 Derivata după o direcție 


Fie o funcţie f : A — R definită pe un deschis A C R”, v € R” un versor (||v|| = 1) şi 
zo € A. Dacă f este diferenţiabilă în punctul zo, atunci ne vom apropia de xo prin puncte de 
forma x = zo + tv, unde t € R. Deoarece A este un deschis, există S(xzo,r) C A astfel încât 
Vte(—r,r) zo + tv E A. Într-adevăr, d(zo + tv, zo) = ||zo + tv — zol] = |ltoll = lol = li < r, 
de unde zo + tv E€ S(z0,r) C A. 


Atunci F 
lim $E) flo) — df(zo)(z = 20) _ 
20 lx — zoll n 
> lim f(zo + tu) — du — tdf (zo)(v) _ 0 (4.6) 
a lim f(zo F tv) — f(zo) = df (xo) (v) 
t—0 t 
Definiţia 4.3.1 Dacă f : A — R este o funcție definită pe deschisul A C S(xo, 7) 
R”, xo E A şiv e R” un versor, atunci limita lim fietp te 0) > F(zo) ce 


t 
reprezintă viteza de variație a funcției f în punctul xo după versorul v, se 
numeşte derivata funcţiei f în punctul xo după versorul v şi se notează 


F (0). 


Figura 4.2: 
Dacă notăm x = zo + tv avem 
W n) jim [20 + t) — (z0) _ im FI = Fo) — im FE l0) 
dv t—0 t t—0 t ro t 
d 2 se  f(zo— tv) — fzo) f(zo + uv) — f (zo) df 
d(—v) (20) = a t p A —u du (20) 


le) 
Teorema 4.3.1 Dacă f : A — R, A = A C R”, este o funcţie diferenţiabilă într-un punct 
zo E€ A, atunci pentru orice versor v = (v1, V2,..., Un) E R” avem 


d O ð O 
d (0) = o1 S (ao) l oa SL (ao) l m wng (zo) = 


(4.7) 
= (v, Vf(zo)) = || V f(zo)llcos(Y f (xo), v) 


DEMONSTRAȚIE: Din (4.6) avem 


Lio) = dftzo)(e) = dleo) (vr v2- -+ vn) = 
= SL (rojun + po) ea L (ojo = 


(v, Vf(20)) = |V f(zo)lllull cos(V f (z0), v) = 
=_||VZ(zo)|| cos(V f (z0), v). 
Observaţia 4.3.1 Dacă luăm versorii v care fac cu gradientul un unghi mai mic, respectiv mai 


mare decât 90°, atunci aceştia sunt vectorii de creştere, respectiv de descreştere. d (20) este 
mazim când V f (xo) = v, adică cos(V f (xo), v) are valoarea mazimă 1. 
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Exemplu 4.3.1 Să se calculeze derivata funcției f : R? — R f(x,y, 2) = ry+yz+ zz în punctul 
A(2,1,3) după direcţia AB, unde B(5,5,15). 
Versorul direcţiei AB este v = (B. E 12) . Avem 


fi(z,y,2)=y+z, P(2143) = 4 


fg(z,y, 2z) =7%+2z, f,(2,1,3) = 5 
fisa 2) = LIV, fe (2 12) = 3. 


După formula (4.7) obţinem F (21,3) = 45 + 5i + 3i = 68. 


4.4 Proprietăți ale funcțiilor diferențiabile şi ale derivatelor 
parțiale 
Teorema 4.4.1 Dacă f,g: A—R, A= À C R” sunt două funcţii diferențiabile într-un punct 


xo € A, atunci f +g, Af, unde A € R, fg şi f/g (dacă g(xo) # 0) sunt diferențiabile în zo şi 
avem: 


PSE Cno) = SL (0) + E fao), PAN (20) = ASE Cao), 
n (o) = SL (eo)glzo) + Feo) gleo), 
ð (£) Gie ŽE (ro)gtezo) a: ÎL (ro) f (20) 

Oz; 9 [g(zo)]? ; 


V(F +g)(£0) = Vf (zo) + Va(zo), V(Af)(£0) = AV f (z0), 
V(f9)(zo) = Vf(zo)g(zo) + Vglxo)f (xo), 

Í __ Vf(zo)g(zo) — Vg(xo) f (xo) 
(7) = sto) 


Dacă v e R” este versor, atunci 


d +9) (20) = d (0) + (a) aa (zo) = AU (ao), 


dü dv 
as), ) = d (a )g(20) + “9 (20) (20), 
d (£) gz do (20)g(20) — 49 (20) f (x0) 

dv E [g(z0)]? l 


d(f + 9)(zo) = df (xo) + dg(zo), d(Af)(z0) = àdf (x0), 
d(fg)(xo) = df(zo)g(zo) + dg(xo) f (x0), 
d (2) _ df(zo)g(zo) — f(zo)dg(zo) 

g [g(x0)]? 
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DEMONSTRAȚIE: Cum pentru derivatele parțiale 2, funcțiile f+g, Af, fg, f /g sunt consid- 
l 
erate funcții de o variabilă reală x;, restul variabilelor fiind constante, folosim regulile cunoscute 


din liceu pentru funcţiile de o variabilă. Pentru derivata după o direcție respectiv diferenţiala 
folosim regulile de calcul (4.5) şi (4.7). 


4.5  Diferenţiabilitatea funcţiilor compuse 


Teorema 4.5.1 Fie f: A— B, g: B— RP două funcţii definite 
pe deschişi A C R”, B CR”. Dacă funcţia f este diferenţiabilă în 
a € B, iar funcţia g este diferenţiabilă în b = f(a), atunci funcţia 
h este diferenţiabilă în a şi dh(a) = dg(b)odf(a), unde h : A — RP h=goj g 
h=gof. 


DEMONSTRAŢIE: f diferenţiabilă în a > 3T = df (a) e L(R”, R”) 
T i A 
astfel încât lim ia di aj C = Ogm, x E€ A. Figura 4.3: 
g diferenţiabilă în b = f(a) J U = dg(b) e L(R”, RP) astfel încât 
lim JW) — 9%) -Uly — b) 


= Op, y E B. 


fa) — F(a) -T(z - a) 


lz — all 


= (1), 


gly) — g(b) — U (y — b) 
lly — bll 
F(=) = f(a) + T(x - a) + ||x — allp(x), lim p(x) = Ogm (4.8) 


gly) = gb) +U (y — b) + |ly — bl), na V(y) = Opr . (4.9) 


= V(y) şi avem: 


Înlocuind în (4.9) y = f(x) şi b = f(a) rezultă: 
g(f(2)) = g(f(a)) + U(f(z) — f(a)) + I F(£) — f(a)IY( (2), de unde 
h(x) = h(a) + U(f(a) — f(a)) + | F(2) — Fa) (ro). 
Din (4.8) avem f(x) — f(a) = T(z — a) + ||z — allp(z). Atunci 
h(x) = h(a) +U(T(z—a)+ |x — alo) + |T (x — a) + 
+ |z — allp(z)|E(f(2)) , 
h(x) = h(a) + (U oT)(x— a) + ||z — alU (p(x)) + 
+ |T(z— a) + ||x — alo) vro). (4.10) 
Împărţind (4.10) cu ||x — a]| obţinem 
h(x) — h(a) — (U o T)(z — a) 


lz — all 


IT (£ — a) + Ile — alo) E(f) 
lx — all 


= U(p(2))4 

Când z — a, atunci y(x) — Ogm şi U(p(2)) —> U (0prm) = Opr, iar 

lim f(x) = f(a) = b => lim Y(f(x)) = lim Y (y) = Ov. 
x—>a y=> 


I—aA 
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De asemenea, 


0 ste a) + le- alele) < 
< Te + le = allele) = 
= Te + ly) < 
< alle = all + lele) = m+ Iele) 


deoarece T € L(R”, R”) şi, prin urmare, conform teoremei 3.8.1, 3 m > 0 astfel încât V x € R” 
IP) mall. 
Cum lim (x) = 0, rezultă că pe o vecinătate V € Va a punctului a, ||p(x)|| este mărginită, 
r—a 


adică 3 m > 0 astfel încât ||p(2)|| < mi, V x e V. Astfel, am arătăm că factorul 


Te — a) + le — apte] 
lz — all 


este mărginit, aşadar 


tim | (INT — a) + lle — allla) EEE) + Uet))] = Ore - 


z>a | ||æ — all 


Atunci 
h(x) — h(a) — (U o T)(x — a) 


z=a lz — all 


za ORe , 
adică funcția h este diferenţiabilă în punctul a şi 


dh(a) = U o T = dg(b) o df (a) = dg( f (a)) o df (a). 
Corolarul 4.5.1 Fie f: A — B, g: B — RP două funcţii definite pe R” af (a) R” 
deschişii A C R”, B C R™. Dacă funcția f este diferențiabilă pe A şi g 
este diferențiabilă pe f(A), atunci h este diferențiabilă pe A şi Va E€ A 
dh(a) = dg(f(a)) o df (a), unde h: A> R? h=gof. 


dh(a) dg(b) 


R? 
Figura 4.4: 


Corolarul 4.5.2 Dacă f : [a,b] — R, unde [a,b] C R”, este o funcţie diferențiabilă pe [a,b], 
atunci există c € (a,b) astfel încât f(b) — f(a) = df (c) (b — a) 


DEMONSTRAŢIE: Pentru n = 1 avem f : [a,b] — R, diferenţiabilă pe [a,b], deci derivabilă pe 
[a,b]. Din teorema lui Lagrange a creşterilor finite pe R ace (a,b) astfel încât f(b) — f(a) = 
f(c)(b — a). Dar f'(c)(b — a) = df (c)(b — a), deci f(b) — f(a) = df (c) (b — a). 

Fie n > 1, [a,b] = {x E R” |x =a+t(b—a), teo, 1h}. 
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Definim funcţia g : [0,1] — [a,b], g(t) = a+t(b— a), Y t € [0,1]. 
Dacă a = (a1,4a2,..., an), b = (b1, b2,..., bn) gi g = (91,92; ---, Jn), g 7 
atunci g(t) = (a1 + t(bı — a1), a2 + t(b2 — a2)... an+ t(bn —an)), P? [01| R 
şi gi(t) = ai + t(bi — ai), V i = 1,n. Deoarece funcţiile gi sunt 
derivabile pe [0,1], îi = 1,n, deci diferenţiabile pe [0,1], rezultă h=fog f 
că funcţia g este diferenţiabilă pe [0,1]. Din teorema 4.5.1 avem 
că funcţia h = fog, h : [0,1] — R este diferenţiabilă pe [0,1] 


R 
şi, aplicând teorema lui Lagrange a creşterilor finite funcţiei h pe 
intervalul [0,1], obţinem că 37 € (0,1) astfel ca | 
Figura 4.5: 
h(1) — h(0) = R'(T)(1 — 0) = dhT (1 — 0), (4.11) 


şi dh(7) = df(g(7)) o dg(T). 


dh(7)(1—0) = (df(a(7)o dg(7 ))(1 — 0) = df (g9(T))(dg(T)( —0)), 
dg(T)(1-0) = (dgu(7)(1 —0),...,dan(7T)1 —0)) = (gi (7)(1—0),..., 
g(Z)(1 —0)) = (b1 — a1, ...,bn — an) = b — a, 


deci dh(T)(1 — 0) = si AA 


h(0) = (f o 9)(0) = f(9(0)) = f 
€ (a,b). 


).9(7) = c e (a,b), h(1) = (f ° 9)(1) = f(g()) = fb), 
nlocuind în (4.11) rezultă f(b) — f(a) = df (c)(b — a), unde 


Corolarul 4.5.3 Inegalitatea lui Lagrange 
Dacă f : [a,b] — R”, unde [a,b] C R”, este o funcţie diferenţiabilă pe [a,b], atunci există 


c E (a,b) astfel încât ||f(b) — f(a)l| < If (o) lb — all. 


DEMONSTRAŢIE: Fie funcţia g : [a,b] — R glx) = Yi fila) (fib) — fi(a)), unde f = 


(fi, fas --- fm). Funcţia g îndeplineşte ipotezele corolarului 4.5.2, prin urmare J c € (a,b) astfel 
încât 
g(b) — g(a) = g'(c)(b — a) (4.12) 
Avem 
g(b) — gla) = X AŒ) = Fila)? = If) - fa) P (4.13) 
i=1 


g'(co)(b-a) = $ FOO) — fila) (b — a) < 
i=1 
IF (A @® -— o L£) — fa) (4.14) 


Din relaţiile (4.12), (4.13) şi (4.14) obtinem ||f(5) — f(a)|? < IF (ol lb- all I f@®)— f(a)l|, adică 
If) — F< IFC lb all. 


IA 


Corolarul 4.5.4 Derivarea funcţiilor compuse 

Fie A, B C R intervale deschise f : A — B şi g: B — R două funcţii. Dacă f este derivabilă 
în punctul a € A şi g este derivabilă în punctul b = f(a), atunci h = go f : A —> R este derivabilă 
în a şi h'(a) = g'(f(a)) f'(a). 
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DEMONSTRAŢIE: Cum f derivabilă în a, respectiv g derivabilă în b = f(a), rezultă f difer- 
enţiabilă în a, respectiv g diferenţiabilă în b, iar din teorema 4.5.1 rezultă h diferenţiabilă (deci 
derivabilă) în a şi dh(a) = dg(f(a)) o df(a). 

Dar, cum df (a)(x) = f'(a)x, şi dh(a)(x) = h'(a)x, Vaze R, obţinem 


dg(f(a)) o df (a)(x) = da(f(a))(df(a)(z)) = dg( f (a)) (F (a)x) = g'(f(a)) f (a)x, 
Vx €R, adică h'(a) = g'(f(a)) f'(a). 


Observatia 4.5.1 Fie T € L(R”,R™), T : R” > R” T = (Ti, To,...,Tm), unde T; : R” > R 
T; e L(R”,R). Considerăm {e1,€2,..., €n}, respectiv | fi, f2,..., fm} bazele canonice în spațiile 
R” respectiv R”. Pentru orice x E€ R”, £ = (£1, £2,..., £n) avem: 


T(x) = T(x1e1 + T222 + ::: + Enen) = xi T(e1) + £2T (e2) +-+- + £nT (en), 
T (ei) = (Tı (e:i), To(ei), - - - , Tm(€:)) = Tı (ei) fi + Tolei) fo +-+ + Tmlei) fm- 


Atunci 
T(x) = xı(Tı (e1), a a ,Tm(€1)) + zo(Ti(e2), Saa ,Tm(e2)) + 
+ 2n(Ti(en), . --, Tm(en)) = (zi ie) + £2T1 (e2) +: + 


+ £nTi (en), ri Ta(e1) + z2To(e2) + :-: + 
+ Ep Lo (Ea) e| ,£1Tm(€1) + zoTm(e2) Terst EnTm(len)), 


relație care se scrie sub forma matricială 


T (e1) Tı (e2) A Tı (en) Tı Tı(x) 
To(e1)  To(e2) ... To(en) z |_| T) 
Tm(e1) Tmle2) ae Tmlen) Tn Ti) 
Matricea (Ti;(e;));j, îi = 1,m, j = 1,n se numeşte matricea asociată aplicaţiei T în bazele 
canonice din R” şi R” şi se notează Mr = (Ti(e;));j, i =1,m, j = n. 
Dacă T e L(R",R”) şi U e L(R™, R’), atunci Myor = Rn T Rm 
Mu Mr. 
2. Considerăm f : A — R” o funcţie definită pe un deschis 
ACR", ae A şi presupunem că f este diferenţiabilă în punctul UoT U 
a. Matricea asociată diferenţialei funcţiei f în punctul a, în bazele 
canonice din R” şi R”, coincide cu matricea jacobiană a funcţiei f RP 


în punctul a. 


df(a) e L(R",R”), f= (fi, f2., fm), Ji: AR Figura 4.6: 
afia). Gita) 
SBa ... la) 


fma) ... fm(a) 


du 


4.5. Diferenţiabilitatea funcţiilor compuse TT 


Fie x E€ R”, x = (£1, £2,..., £n) şi y = df (a)(x) = (y1, Y2, - - -, Ym). Avem 


fia). hla) 
moo j |» |_| #0 = olfa y 
dfm(a) (x) Ym Tn 
Pfi (a) st ofm (a) 


deci Jp(a) = Maf (a): 
Corolarul 4.5.5 Fie f: A— B,g: B — RP două funcţii definite pe deschişii A C R”, B CR”. 
Dacă funcția f este diferenţiabilă în a € A, iar g este diferențiabilă în b = f(a), atunci go f este 
diferențiabilă în a şi 
Jgop(a) = Ja(f(a))Jr(a) (4.15) 
Acest, corolar este des uzitat în practică în calculul diferenţialei funcţiilor compuse. 


Cazuri particulare 
1. Fie f:A— B ṣi g : B— R două funcţii definite pe mulțimile deschise A C R şi B C R?, 
diferenţiabile pe A, respectiv B. f = (u,v), f(x) = (u(x), v(x)), h(x) = glu(x),v(x)), YV ze A. 


h=gof g 
R 
Avem dh(x) = dg(f(x)) o df(x), Male) = (k'(x)), Ja(f(2)) = Jalulz), v(£)) = 


(ua) Zuo), e= R ) eea 
Aplicând regula de calcul (4.15) obtinem 


wa) = (Zue) Zuo) (VO), 
de unde 3 3 
h(a) = tute) vau (0) + Z (ula) uz) (a) 
it fee 3g , g, 
k = Jut + ot (4.16) 


2. Fie f : A > B, g : B —> R două functii definite pe deschişii A C R? şi B C Rĉ, diferenţi- 
abile pe A, respectiv B. f(x,y) = (u(x, y), v(z,y)), h(x, y) = (go f)(x,y) = glu(z, y), v(x, y)), 
V (x,y) € A. 
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Avem 


dh(x, y) = da(f(z,y))o df(z,y) 


sau aplicând (4.15) 


În(z.y) = (xe 
Ja(f(z,y)) = Jg 
EA 


du T; t; 
Daa E e i g Ei 


Astfel relaţia matricială (4.17) devine: 
(hiu) Bei) = (Jlle) vaa) Hule, y) oley). 
Du (ay) Dry) 


Lle y) Ziz, y) 


de unde 
Oh (x,y) = SL (u(x, y), v(e, y)) Zt (x,y) + llul, y), vle, y) 92 (2,9); 


Illa, y) = Eule, y) vle y) uey) + PE, y), vle y) Lle), 


Oh _ g ðu da Ov 
dr > Jux ! Ov Ör 


(4.18) 
ðh _ Og ðu , 3g ðv 
Oy  ðuðy ` v ðy' 
3. Fie f : A —> B, g : B — R? două functii definite pe deschişii A C R? şi BC RÊ, 
diferenţiabile pe A, respectiv B. 
f(£,y, z) = (u(z,y, 2), v(z,y,2)), gu, v) = (au, v), g2(u, v), ga(u, v)), 
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h(z,y,2) = (go f)(z,y,2) = glu(x,y, 2),v (z, 
glulz, y, z), v(x, y, z)), gs(u (x, Y, 2 e 
= (hi (7,y, z), ha(z,y, 2), ha(z, Y, z 2)) 


unde gi : B > R, h; : A > R h; = gilu, v), V i = 1,3. 


(zy, pf 


h=gof 


Atunci 
dh(x, y, z) = dg( f (£, y, 
sau, aplicând (4.15 


(u v) 


R 


z))df(£,y, 2) 
În (7,9, 2) = Ja( f(x,y, z))Jf(£,y, z), adică 


go (x,y,z), v 


) 
bh (eye) alaye) hala y,) 
Oha Ce, y, z) bha (t, y, z) bhala, vz) |= 
Oha Cey) Maleya) Maley, a) 
ÖN (u(æ,y, z), v(,y,2)) ÖN (u(x, y, z), v(£,y,z)) 
= | 092 (al, y, z), vlz, y, 2)) 092 u(x, y, 2) oley, 2)) 
293 (al, y, z) ol, 2) ĈE (ule,y, z) vle, 2) 
Duley) Bule) Ulay z) 
„de unde 
Aule) BU(w yz) at 
Ohi (a y,2) = 93: (ul, y, z), ul, y,2))8ul,y, z)+ 
+08: (ul, y, 2), vlz, y, 2)) L(x, y, 2) 
Hli (ay, = 99: (ul, z),v(z,y, 2)) 92, 2)+ 
+Y (uz 2), ol, 2)) Ele, y, 2) 


hi (x,y,z) = 02 (ula, y, o, 2)) dute, 


ogi 
+ (ul, y, z), 


yY, z)+ 


v(z, y, 2)) 8e (z,y,2), 


(x,y, 2)), 
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Oh; _ 9gi du , 99i ðv 
Oz  OuOz ` Ov Oa 


Oh; _ gi ðu , Ogi Əv 
Oy ðu ðy ` Əv ðy (4.19) 


Oh; _ 9gi ðu , gi ðv 


Əz ðu Oz ! Ov 02: 


Exemplu 4.5.1 1. Să se calculeze f' dacă f = f(u,v) = u” și u = u(x), v = v(x). 


Conform regulii de derivare a funcțiilor compuse (4.16) avem 


2. Să se calculeze f, şi fọ pentru funcția f(u, v) = ln(u? +v), unde u = erty? siv =r? +y. 


Conform regulii de derivare a funcțiilor compuse (4.18) avem 


ðf _ ôf ðu Í = 
a EV) gu OD) gE) t 9 (uo) (x,y) 

O 2u Tiy? 1 2 arya O 2 

~ upv u? +v TE ue Ie) ata +2), 
of of ðu of o 2w gy JARUGA 
Lay) = eo Eey) t o Emy) = ye + a 


u? +v 


3. Se dă funcţia f(u,v) = (uv,u +v, z) şi u(x, y, z) = z?zsiny, v(x, y, z) = ycosz + z, 
v #0, f = (fi, fa, f3). Să se calculeze ah, f şi 3 di i=], 


g 


Conform regulii de derivare (4.19) avem: 
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Of. _ 0fi du , ðfiðv _ A 
ör > Su Or ! Öv dz = 2vgzsiny + u 


ðfz _ Əfzðu , ðf ðv _ i 
Oz  O0u Oz + Ov Oz => 2azsiny + 1 


fz _ fz ðu + fz ðv _ 2zzsiny _ u 

Or ðu Oz |! ðv ðr v v? 

dy = dej + dud = zesu tuos 
d = di y + do dy = Paco teme 
fe += bona e 


Oi 40 fi ðu Əfiðv 2 
Oz 


= ju 9z | o gz YT sin y — uysin z 


fz _ Of ðu + Əfzðv _ 2 
Oz 


= ju Iz do z TT siny — ysin 2 


fz _ fz ðu 4 Of du _ x?siny yu 
Oz ðu ðz ` ðvðz v v2 


ysin z. 


4.6 Derivate parţiale de ordin superior 


Fie f : A — R o functie definită pe mulţimea deschisă A C R”. Presupunem că funcția f este 


derivabilă parţial pe A, adică există aplicaţiile g; : A —> R gi(x) = OI (a), YVzreA, i=l,n. 


Definiţia 4.6.1 Fie a = (a1,a2,...,an) € A. Dacă aplicația gi : A — R are derivată parțială în 
punctul a în raport cu variabila xj, adică există şi este finită limita 


gila1, a2, ... , Qj—1, Ej, Qj+1;- - -, an) — gi(a1, Gai = an) 
zj>aj Tj— aj 


| (4.20) 


atunci spunem că f este derivabilă parţial de ordinul al doilea în punctul a în raport cu variabilele 
a Sita a ti PR E: : s 3f 

xi şi £j. Dacă există şi este finită limita (4.20), atunci aceasta se notează cu öron sau 

3f 

Or? 

ordinul al doilea mixtă, respectiv nemistă a funcţiei f în punctul a în raport cu variabilele xi şi 


of 


zj. Dacă există Bz;0z, (2) pentru orice i, j = 1,n, atunci f este derivabilă parțială de ordinul al 


ziz; (a) dacă i £ j, respectiv 


(a) sau fia(a) dacă i = j şi se numeşte derivata parţială de 


2 
doilea în punctul a. Dacă există Keu pentru orice a E€ A şi pentru orice i, j = 1,n, atunci 
F: ? 


f este derivabilă parţial de ordinul al doilea pe A. 


Pentru o funcţie f derivabilă parţial de ordinul al doilea pe A se obţin următoarele funcţii 
definite pe A: 


n derivate parţiale de ordinul întâi A :A—R, 
2 
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2 . . : . . f. PESTEN 
i i derivate parţiale de ordinul al doilea mixte Dada : A—R,i,j= |n 
iz, ; 
n derivate parțiale de ordinul al doilea nemixte uti :A—>R,i=l,n. 
Derivatele parţiale de ordinul p se obţin prin derivarea parțială a derivatelor parțiale de 
ordinul p — 1 (în mod inductiv). 


Definiţia 4.6.2 O funcţie f: A — R, A = À CR" se numeşte de clasă CP(A) pe mulţimea 
A, f € CP(A), dacă este de clasă CPL(A) şi derivatele partiale de ordinul p — 1 sunt funcţii de 
clasă CI(A), adică dacă funcţia admite derivate parţiale până la ordinul p pe A şi acestea sunt 
funcţii continue pe A. 

Dacă f € CP(A), V p e N, atunci f este o funcţie indefinit derivabilă pe A şi notăm f € 
C*(A), unde C*(A) = Np>o CP(A). Avem C*(A) C ++- C CP(A) C CP (A) C..- C OHA) C 
CO(A). Pentru orice p € NU 400) mulţimea (CP(A), +, -), unde ” +” respectiv ” -” reprezintă 
operațiile de adunare, respectiv de înmulțire a funcțiilor reale definite pe A, este un inel comutativ 
cu unitate. 


Exemplu 4.6.1 1. f: R? >R f(x,y) = et a,b € R. Atunci ŞI = aeto, i z 
beaztby 


Of == ð of == ð ALA E azt 
ory Or ( ) (be by) = abeaz+by 


f _ ə (Əf\_əð +b) — +b 
ðyðx Əy (55) Oz (a e “i ODETE, 
Se observă că f admite derivate parţiale de ordinul al doilea pe R? şi acestea sunt egale pe R?. 
De asemenea, se constată că f € C™(R?). 
Se arată uşor prin inducție că 


A a — QObp-Aeattby. 
T 0y 


2 f:R?—>R f(x,y) = zlzly. Avem 


oa a 2|z|y, dacă (x,y) e R?,x 70 
ôx” 0, dacă x=0,y ER 
of 
og =R) V (x,y) € R?, 
—2y, dacă x<0 şi yER 
Ain Js 0, dacă (x,y) = (0,0) 
De nu există, dacă x=0 şi yeR* ? 
2y, dacă z>0 şi yER 


Sf (ay) =2la), N R?, îor Îl (7,9) =0,v R? 
ya © 9) == |z], (x,y) € » tAr az (29) = (x,y) = ; 


r2 — y? i 
Se ea Pati E T a E 0200. "0030 720000). 
0, dacă (x,y) = (0,0) 
f r? — y? 2r(x? i y?) 2g(x? y?) mp2 — y? 47295 
gr OY) = Uz z t TY 3 2 SU- 3 = ia 
LZY (22 +y?) xr? +y? (z?+y?) 
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dacă (x,y) # (0,0) şi ƏF (0,0) fis f(x,0)— 10,0) i 


T — 
CA n pg a tie A. E adj) Duplo i) e e e Au 
ðy TY 12+ y? TY (22 + y2)? ty Wy” 
dacă (x,y) £ (0,0) şt g; (0-0) — limy—0 y—0 0; 
O 9 
92; SE (2,0) — (0,0) cad 
(0,0) = lim = lim Ti 
ðxðy x—>0 £ 10 r 
of of 
2 0, 0,0 e 
PF (0,0) = lim Bat a 0 e ei 30 i; 
ðyðx y—0 Y y—0 Y 
Of Of 


deci Izy V Æ dz (00). 

Se observă că nu întotdeauna derivatele parţiale mizte de ordinul al doilea sunt egale. În 
continuare vom enunta un criteriu care ne va da condiții suficiente pentru egalitatea derivatelor 
parțiale mixte de ordinul al doilea. 


Teorema 4.6.1 Fie g : S(0,r) —> R o functie definită pe un sferoid S(0,r) C R?. Dacă g € 
C?(S(0,r)), atunci derivatele mizte de ordinul al doilea în origine sunt egale, adică 


929 929 
ER = —=— (0,0). 
DEMONSTRAŢIE: Considerăm expresia E(x,y) = yA 
g(x,y) — g(x,0) — g(0,y) + g(0,0), Y (x,y) e S(0,r) şi 
notăm (x,y) = g(x,y) — g(x,0), Y (x,y) € S(0,r), 
p € C?S(0,r)). Atunci E va fi de forma E(z,y) = 
plz, y) — p(0,y) = h(x) — h(0), unde h(x) = g(x,y), 
V (x,y) € S(0,r), h de două ori derivabilă şi h'(t) = 
det, y). Aplicând teorema lui Lagrange a creşterilor finite 


funcţiei h pe intervalul [0, x], obţinem că există £ € (0, x) 
astfel încât 


Figura 4.7: 


Bass) = Oe 0) = Ha = Eleye = ey) - eo) e 


Cum g € C?(S(0,r)), rezultă că 2 € C1(S(0,r)) şi, aplicând în continuare teorema lui Lagrange 


a creşterilor finite funcţiei 99 (e „s) pe intervalul [0, y], obţinem că există n € (0,y) astfel încât 


2 
Bta) = gi (Seem) w- = apte) (4.21) 


Acum notăm YV(z,y) = g(z,y) — g(0,y), V (x,y) € S(0,r), V e C2(5(0,r)). Atunci E va fi 
de forma E(x, y) = Y(z,y) — Y(z,0). Repetând raţionamentul de mai sus obținem punctele 
£ € (0,x) şi 7] e (0, y) astfel încât 

Di yi 


Ela) = Ea, = [920,7 — $0] y == cva) (4.2) 
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Din (4.21) şi (4.22) rezultă 
(4.23) 


cu £,€ € (0,2) şi mi) € (0,9). Când (x,y) — (0,0) şi, cum &,8 € (0, £), îi € (0,y), rezultă 


că (€,n),(£,7]) — (0,0) şi, deoarece g € 02(S(0,r)), trecând la limită (x,y) — (0,0) în relaţia 
(4.23), obtinem 
99 99 


Teorema 4.6.2 Criteriul lui Schwarz (1843 - 1921) 

Dacă f : A — R este o funcţie definită pe mulţimea deschisă A C R”, f € C?(A), atunci 
derivatele parţiale miste de ordinul al doilea sunt egale în orice punct din A, adică 

Of Of 
Da O = graz, O 
Oz;0zj Ozj0z; 

DEMONSTRAŢIE: Fie a € A; A C R” fiind o mulţime deschisă există S(a,r) C A, r >Q. 
Fie i,j € {1,2,...,n}, i Æ j şi presupunem i < j (analog se tratează cazul i > j); a = 
(dr a2,..., an), @ = (a1,02,..., Qi Pi sep aa +Y,- an), (x,y) E S(0,r). 

Definim funcţia g : S(0,r) — A g(x,y) =a € S(a,r), Y (x,y) e S(0,r). 


Vij=l,n şi VacA. 


Figura 4.8: 
Avem 
d(a,ă) = (an —-01)? +--+ (ai tr-a)? H laya) H 
Han — au)? = V2? +y? <r, (4.24) 


deci funcţia, g este bine definită. Fie funcţia h : S(0,r) —> R 


h(x, y) = (fo 9)(z.y) = f(g(x, y)) = f(a) = f(a, a2,..., Qi + £,..., aj +Y,- ün). 
Cum f,g sunt funcţii de clasă C? pe domeniile lor de definitie, rezultă că h € C?(S(0,r)). 
Aplicând functiei h teorema 4.6.1 obtinem J200) = gz 00). Notăm a;i + £ = zi şi 


aj +y = zj. Atunci 
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Când (z, y) = (0,0), ă— a şi, cum h € C?(S(0,r)), rezultă 


of _ 3h _ 3h = 8f 
Ozi0rj a= Iry O E ðyðx (0S OrjOzi 4 
92 of ; . 92 Of 


Deoarece Bz.da, (2) = xð; (0) iar a € A a fost ales arbitrar, avem ILT; = RTA 


Corolarul 4.6.1 Dacă f : A — R, A = Â cR’ şi f € CP(A), p > 2, atunci în calculul 


IT O NU contează ordinea de derivare parțială, unde în,î2,... în E€ {1,2,...,n} şi 
-Or 


ai +a +: +an=a,2<a<p, a EN, aEN. 
Definiţia 4.6.3 Fie f : A — R o funcție definită pe multimea deschisă A, f € C?(A), a € A. 
Forma pătratică d f(a) : R” —> R 


2 
Pfa (zi can) = Y g lors 


se numeşte diferenţiala de ordinul al doilea a funcției f în punctul a. 


Observaţia 4.6.1 1. Pentru n = 2 avem 


o’ f 
T ar? 


oi i 


(x, y)dz? + 20209 (x, y)dzdy + 7 —5 (z, y)dy’; 


2. d(dx) = d(dy) = 0; 
3. Dacă introducem operatorul de diferențiere 


9 9 
d = d? + Iy” avem 


ð ð © a A. ð N? 
df = (3: det Zay) 1 i d= (gar Zav) Í, 


unde exponentul 2 înseamnă că se dezvoltă formal suma din paranteză după regula binomului lui 
Newton şi apoi se înmulţeşte formal cu f. 

4. Dacă f e CP(A), atunci se defineşte diferenţiala de ordinul p a funcţiei f în punctul a € A 
ca fiind 


d f(a) (£1, £2,..., En) = d E d, (a)l tizi 
i Oiz -OTi 
cu {i1,... ip} C {1,2,... n}. 


Folosind operatorul de diferențiere avem 


O O O 4 
MD: fi. | TAn ai 
df E dz + F dzo +--+ rE den) f. 


Pentru n = 2 
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Exemplu 4.6.2 1. Să se calculeze diferenţiala de ordinul n a funcției f : R? — R f(x,y) = 
sin(az + by), V (x,y) € R2. Avem 


n SER O O" f i n—i __ 
df = (3 de du) f -yo F grigri dy = 


= >S Cta: sin (ax + by + Z dztdy"™ = 
i=0 


= sin (az + by + Z) S G: db idridy"™t = 
i=0 


= sin (az + by + Z) (adz + bdy)”. 


2. f: R? > R f(x,y,z) = z? + ry — xz?. Să caleulăm diferenţiala de ordinul al doilea a 
funcţiei f în punctul (1,1,0). Avem 


fL=2r +y- 2’, fy > 2 fi = — 212, 

f! =2, y2 —V, n3 = —2r Sss = —22, A =0 Fy =1, 

f(l,1,0)=2, fy (1,1,0) = =0, fa(1,1,0)=-—2,  faz(1,1,0)=0, 
yz(1,1,0) = 0, cui 1,0)=1. 


Atunci d’ f (1,1,0) = 2dz? — 2dz22 + dzdy. 


Definiţia 4.6.4 Fie f: A—R, A= À C R”, fe C?(A) şi a € A. Matricea pătratică simetrică 


H;(a) = E o) 


se numeşte hessiana funcției f în punctul a. 


4.7 Formula lui Taylor pentru funcţii de o variabilă reală 


Fie f : I — R o funcţie de n ori derivabilă în punctul a € I, unde I C R este un interval. 
Pentru x € I definim polinomul Ina: I — R 


f'(a) 
1! 


fa) 


5 f(a) 
2! 


a (x — a)” 


Tal) = f(a) + (z-a) + 


(z—a)+ 


care se numeşte polinomul lui Taylor de gradul n, asociat funcţiei f şi punctului a. 
Pentru x € I definim funcţia Rn : I > R R(x) = f(x) — Tn alx), functie numită restul de 
ordinul n. Avem f(x) = Tn a(x) + Ra(2), adică 


f'(a) la) 
1! 21 


f(a) 


n! 


f(x) = f(a) + (x — a) + (a) R (x — a)” + Ra(2) 


şi care se numeşte formula lui Taylor de ordin n a funcţiei f în punctul a. 
Ne interesează să vedem în ce măsură restul de ordin n se poate exprima cu ajutorul funcției 


f. 
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Observaţia 4.7.1 1. Polinomul Taylor Ina coincide cu funcția f pe I dacă şi numai dacă f 
este o funcţie polinomială de grad cel mult n. Într-adevăr, dacă f(x) = ao + ax +--+ anz”, 
atunci (0) = ao, f'(0) = ax, T O= 2a2,..., OS nla şi 


nlan n 
n! 


Tn,o(£) = ao + az + 2! Dr pnd 


a” = f(x), zeR. 


2. Deoarece Tn a este o funcție polinomială rezultă că Tna este indefinit derivabilă. 


ELM 


1! (n — 1)! iti 
n) (a(x — a) 
Trala) = Pa) t POE + Tala) = S'O), 


Se obţine c ă TÉ (a) = f(a), Y VO<k<n gT) =0,Yk>n+1. Deoarece Rn(£) = 
f(x) — Tna(2), rezultă că restul R, are derivate de ordin k, YO < k < n şi RP (a) = 0, 
VO<k<n. 

Pentru orice x — a R(x) — 0, adică în vecinătatea punctului a funcția f(x) se poate aprozima 
cu polinomul Taylor Tn a, eroarea în această aprozimare fiind dată de |R (x)| = | f(x) — Tna (£)|. 


Teorema 4.7.1 Formula lui Taylor (1685 - 1731) cu restul Peano (1858 - 1932) 
Dacă f : I — R este o funcție de n ori derivabilă în punctul a € I, atunci există o funcție 
a: I — R continuă în a cu a(a) = 0 astfel încât Y x € I 


"(a (n) a — an 
(x a) + Dle Peet tzara) OA. 


n! 


DEMONSTRAȚIE: Notăm functia g(x) = (x — a)”. Avem g™ (x) = n(n- 1)... (n=k+1)(z-— 
a)? E, Y1 < k< n şi deci gP (a) =0,Y0<k<n-—1 şi g™(a) = n!. Aplicăm în mod repetat 
teorema lui Cauchy functiilor g şi R. Există un punct x, cuprins între a şi x astfel încât: 

Ra) _ Ra(21) 
glz) ga) 


Aplicând din nou teorema lui Cauchy, rezultă că 2 £2 cuprins între a şi xı astfel încât 


Ra(z1) _ Rp (22) 
g'(zı) g(a) 


Aplicând de n — 1 ori teorema lui Cauchy rezultă că există un punct £n—-1 cuprins între a şi £ 
astfel încât 


R naa R a 


Rala) _ Raa) i CE) E Zn- 4 
glz)  g'(%ı) gmina) 90% Dna — a N. 
Ln—-1 7 4A 
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adică lima-_sa Pala) =0 
z—a) 


Definim funcţia a : I — R prin 


ne, zel, ra 
a(x) = ; 
0, r=a 
Îi Sal E) = n! limga Ee = 0 = a(a) => a este continuă în a şi a(a) = 0. 


Dacă înlocuim Rn în formula lui Taylor obţinem 


„fa 


"(a (a a(z 
T Afla) cs je ae ao a)” + a a)”. 


f(e) = f(a) k 


(z — a) 


Teorema 4.7.2 Formula lui Taylor cu restul lui Schömlich (1823 - 1901) - Roche (1470 - 1530) 
Dacă funcţia f : I — R este de n+ 1 ori derivabilă pe I, iar a,x € I sunt două puncte 
arbitrare, az x şi p E N, atunci există un punct £ situat între a şi x astfel încât: 
f! a fe a 
ra = te-a D49 
x—a)P(x— EPH en 
n!p 


(x poale 


DEMONSTRAŢIE: Fie a un număr real pentru care are loc egalitatea: 


l a (n) a 
ta) =t) + DO o) pe E Oa- a)” + ola- a). 
Definim funcţia pp: I — R 
oroa O peje i Oi e er 


1! 


Funcţia p este derivabilă pe J, y(x) = f(x) şi p(a) = f(x). Aplicăm teorema lui Rolle funcţiei 
p pe intervalul |a, x] (sau [z,a]). Există un punct £ cuprins între a şi x astfel încât p'(£) = 0. 


d) = 704 Pe-o Pe-o po 
DD (po pn Cta pp ape- = 
- Pa n optez opri, 
go =E O a-e- apte i-o a E part), 


n! n!p 


Prin urmare, restul Rn are forma: 
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Observaţia 4.7.2 1. Dacă p = 1 se obține Rn(x) = ez o Z8) fEOTD(E) numit restul lui 
Cauchy. l 


Ea! n+l 
(7 — a)" pn) E) numit restul lui Lagrange. 
(n+ 1)! grang 


Dacă n = 1 din formula lui Taylor cu restul Lagrange, rezultă că există € cuprins între a şi 
x astfel încât 


Dacă p=n+1 se obţine Rnz) = 


fo) = fl m 
adică formula creşterilor finite (Lagrange). 

2. Punctul € cuprins între a şi x depinde atât de a şi x cât şi den ṣi p. Prin urmare, punctele 
£ din formulele restului sub forma Cauchy, respectiv Lagrange sunt diferite. 

3. Cum E este cuprins între a şi x, rezultă că există un număr 0 < 0 < 1 astfel încât 
£ = a+0(z—a) =a+0h, unde h = x —a. Atunci, formula lui Taylor se poate scrie sub forma: 


FE: 


1 (n) 
f(z) = f(a) + Akpet pr + Ra, 
unde ast npt 

Ra = h 0P f+D(a + 0h) Schlömlich - Roche 

n+l n 
Ra = UO) fiata + Ah) Cauchy 

n+l 
Ra = hr fO a + 0h) Lagrange (1736 - 1813) 


4. Un caz particular al formulei lui Taylor cu rest Lagrange este formula lui Mac-Laurin 
(1698 - 1746). 
Dacă a = 0, atunci V x € I, J é= 0x cu 0 < 0 < 1 astfel încât 


TO PO ra O ea OE ama 


Sp S aE A R 


f(x) = f(0) + 


Teorema 4.7.3 Dacă f : I — R este o funcție de n+ 1 derivabilă şi a € I un punct arbitrar, 
atunci pentru orice x € I, există un punct € cuprins între a şi x astfel încât 


la "(a (n) a 
Fæ) = fl) + De = a) + Ee a ++ EO e- a)r 
, A (4.25) 
+f re E a 


(4.25) se numeşte formula lui Taylor cu restul integral de ordin n,n > 0. 


DEMONSTRAŢIE: Prin inducție după n. 
£ 
Pentru n = 0 avem de arătat că f(x) = f(a) + I f'(t)dt ceea ce reprezintă chiar formula 
a 


Leibniz-Newton. 
Presupunem (4.25) adevărată pentru n — 1 şi arătăm că se verifică şi pentru n, adică 


f'(a) ™(a) 


1! n! 


(2 — a)" + f j peig aa 


f(x) = fla) + (x—a)+:-- + 
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E suficient să observăm că are loc următoarea egalitate 


Ta era- f PD) Sp 0 a 


Într-adevăr, 
[eS EN a- f pp Ea = 
2 T = (6) — pa — ba = 


Exemplu 4.7.1 1. Funcţia f:R—R, f(x) = e” este indefinit derivabilă şi f™ (£) = et, 
VreR şi vn >0, f n) )=1, Yn >0. Formula lui Mac-Laurin asociată funcţiei f ne 


dă 
2 n n+l 
za z z ox 
A ET EA Aaaa) e „ cu 0<0<1. 
Să evaluăm eroarea comisă în aprozimarea 
i 1 1 1 
e: taita a tR 
Eroarea comisă este 
mael T pai 
S (n+1)!| © (n+1)! © (n+1) 
; SARIT 3 
deci ea este mai mică decât DE 
2. Funcția f : (—1,00) > R f(x) =ln(1+ zx) este indefinit derivabilă pe (—1,00) şi f™ (x) = 
(1) t(n S 1)! >11 — (—1\n-l1 ae HE 
Co Yn > 1; f™(0) = (1)! (n — 1)!. Atunci Y x > —1 
r2 r3 xt z (=1) 1g” (—1)ngn+i 1 
n © n+l (1+9r)+’ 


T 
In(1 + 2) = i E i 


unde 0<0<1. 
4.8 Formula lui Taylor pentru funcții de mai multe variabile 


Definiţia 4.8.1 Fie A o mulțime deschisă în R” şi f: A — R o funcţie de clasă CP(A), p > 2 
Pentru orice punct a € A, a = (aa, an) definim funcţia 
of 


L la) + (22 = aa) 2E 


Ta(x) = (z1 — di) la 


(a) +: (En an) a, 
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"Puterea" |Ta(x)]), k = Zp se obţine prin aplicarea unei formule de tip binomul lui Newton, 


k 
în care se înlocuiește ridicarea la putere cu derivarea de ordinul puterii, adică (Ea) „va fi 
(3 


k k l k+l 
de fapt gata), (240) (220) va fi (0), et, k+l <n. 
Polinomul i 
1 1 1 
Tala) = fo) + Tla) + gE t nO 


se numeşte polinomul Taylor de grad p — 1 asociat funcției f şi puntului a € A. 


Teorema 4.8.1 Formula lui Taylor 

Fie f : A — R, f € CP(A), p > 2, unde A = Àc R”,a € A şi S(a,r) C A, r > 0. Atunci 
pentru orice x E€ S(a,r) există un punct E situat pe segmentul ce uneşte punctele a şi x astfel 
încât să avem: 


(e) = Dl) + Tale) + : 


1 1 
Ta)? + RO IN a IT, (£)! + IT, p i 
EOP + RO RP (42) 

DEMONSTRAŢIE: Fie s € R” un versor şi definim functia g : (—r.r) — R, g(t) = f(a + ts). 
Funcţia. f fiind de clasă CP(A), rezultă că g este de p ori derivabilă pe (—r,r). Aplicând formula 
lui Mac-Laurin cu rest Lagrange functiei g, rezultă că V t € (—r,r), 3 £o cuprins între O şi t 
astfel încât 


_ _91(0). g”) a, 9P-D(0) pa  gP(&)p 
g(t) = f(aa + ts1,a2 + ts,...,an + tSn) şi dacă notăm a + ts = z avem 
i-a Di Di 
g (t) = TA (a+ ts)s + dz (4 + ts)s2 +- + Bala + ts)sn, 
fl a SO, „Of 
g'(0) Da (a)sı 4 pa (a)sn- (4.28) 
Înmulţind (4.28) cu t obtinem 
ly a AA of berede BE _ 
tg'(0) = F (a)tsı + TF (a)ts2 4 Za (a)tsn = Oz (a)(xı — aa) + 
Of Of = 
+ Drag (0)(22 — a2) +: + ga, (Ozn — an) = Tal), 
%f ə? %f 
1 oa e) 2 N 2 Mesa de A 2 
(t) e (a + ts)s{ + T (a +ts)s5 + + Ja (a + ts)sș, + 
(4.29) 
of of 
+ 2 ata + îs)sis2+-:-+ T T + ts)Sn—1Sn 
Înmulţind (4.29) cu t? obținem 
%f 8f Of 
t 1 Epe at A: = 2 2J N 2 NA d ȘI > 2 
rO = FRO- a)? + PAO- a ++ TEO En an)? + 
of 
+2 Pus (a)(xzı — a1) (z2 — a2) +--+ 
Of 
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şi aşa, mai departe t*gk(0) = [7,(2)]* VI<k<p-lşi tP gP) (£o) = [Te(x)]P, unde € = £o + ts. 
Atunci relația (4.27) devine 


fla) = Ha) Tale) + gE H Clue) + RE. 


Observaţia 4.8.1 a) Pentru a = 0 € R” se obține formula lui Mac-Laurin 


1 
(p- 1)! 


Fe) = FO) + Tale) + AEP H t gl) + E). 
! l p! 


b) Formula lui Taylor pentru n = 2 : 


fen = Dar i [gate 0 putu] ra) + 


V (x,y) € A. 


Exemplu 4.8.1 Scriem formula lui Taylor pentru functia f : R >R f(x,y) = eth în punctul 
P Ta 
(1, -1). Funcția f e C*(R) şi avem ale.) = akbb-kestby Y p> 1 şi V k= l,p, 
T 0Y 
OP f 
Oz Oyp-k 
Atunci există (£1,£2) situal pe segmentul ce uneşte punctele (1, -1) şi (x,y) astfel încât 
V (x,y) e R? să se verifice (4.26), adică 


(1, —1) = akbp-kea-b, 


gaz tby 


e= |i + ate — 1 +y +D] + Alale — 1) + bly DP+ 


l ae E ae E 1) + by + 19| 
ee- D +w- + Citate = Dot Dr 


n. 


Aplicații ale formulei lui Taylor 
1. Calculul limitelor de funcţii 


Formula lui Taylor se foloseşte la calculul limitelor de funcţii. Pentru a calcula limita 


__In(1+22) — sin 2z + 2x? 
lim E 
z—0 T 


folosim formula lui Mac-Laurin pentru funcţia f(x) = In(1 + 22) — sin 2z + 2z?, f(0) = 0. 
Pf) L — 2 cos 2x + 4z > f'(0)=0, 


f(x) = EE + 4sin 2x + 4 => f” (0) = 0, 


FA (a). = CERAN a + 8cos2z => f" (0) = 24 
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Atunci 


sipin RAE i 
r—0 z3 


fn) uz inoaii 00) ga 2 SE Pal) 


z—0 £ z—0 £ 
2. Studiul punctelor de extrem 
O condiție necesară ca un punct de derivabilitate al unei funcții să fie punct de extrem este 
ca derivata funcției în acest punct să fie zero. Această condiție este o condiție necesară dar nu 
suficientă. Următoarea teoremă ne dă condiții suficiente pentru ca un punct de derivabilitate al 
unei funcții să fie punct de extrem. 


Teorema 4.8.2 Fie o funcție f: I — R de n ori derivabilă într-un puncta € I astfel încât 


Coc S ee E Ja) 20. 
Atunci: 1) Dacă n este par, punctul a este un punct de extrem al lui f şi anume: dacă f(a) >0, 
rezultă a punct de minim, iar dacă f(a) < 0 avem a punct de mazim. 
2) Dacă n este impar şi a Er; atunci a nu este punct de extrem al funcţiei f (doar punct 


critic). 


DEMONSTRAŢIE: Scriem formula lui Taylor asociată funcţiei f şi punctului a, cu restul Peano: 
(z - a)” 


Fe) = a t E Oa Sale), vzel, 


unde a este o funcţie continuă în punctul a cu a(a) = 0. Atunci 
f(z) — f(a) = (a) + a(2) 


şi lim[f((a) + a(z)] = f(9(a). 

Dacă f™(a) > 0, atunci I V € Va astfel încât f™ (a) + a(x) > 0, iar dacă f™ (a) < 0, 
atunci I V € Va astfel încât f™ (a) + a(x) < 0, Y x € V. Cum n este par avem (x — a)” > 0, 
Vzel. 

Deci, dacă f( > 0 şi n este par, 3 V € Va astfel încât 


po) -a= Eataa) p, vrev, 


(x =a)” 


n! 


de unde f(x) > f(a), Y x € V, aşadar, a este punct de minim. 
Dacă fin) <0 şin par, IV € V, astfel încât 


(z — a)" 


f(x) — f(a) = r +a(z)) <0 , VvzevV, 


de unde f(x) < f(a), Y x e V, aşadar, a este punct de maxim. 
[0] 
Dacă a EJ şi n impar, atunci (x — a)” < 0, dacă x <a şi (x — a)” > 0 dacă z > a, adică 
(x — a)” nu păstrează semn constant în nici o vecinătate a punctului a, deci nici f(x) — f(a) nu 
păstrează semn constant în nici o vecinătate a punctului a. 


Exemplu 4.8.2 1. Să determinăm punctele de extrem ale funcţiei f : R — R f(x) = 2cos x+ 
x?. Avem f'(x) = —2sinz + 2x şi f'(x) = 0 pentru x = 0. Apoi f(x) = —2cosz + 2, 
f"(0) = 0, f(x) = 2sing, f"(0) = 0, fH (£) = 2cosz, f(0(0) = 2 > 0, ceea ce implică 
faptul că x = 0 este un punct de minim al funcţiei date. 


2. Pentru funcţia f : R —> R f(x) = x? avem f'(x) = 3x? şi f'(x) = 0 pentru x = 0. Apoi 
f'(a) = 6x, f”(0) = 0, f” (x)= 6 #0. Ordinul de derivare fiind impar rezultă că x = 0 
nu este punct de extrem. 
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4.9 Puncte de extrem 
Fie A C R” şi f : A — R o funcţie reală. 


Definiţia 4.9.1 Un puncta € A se numeşte punct de extrem local al funcției f dacă eristă 
un sferoid S(a,r) astfel încât diferenţa f(x) — f(a) păstrează semn constant pentru orice x € 
S(a,r) NA. Dacă f(x) > f(a), respectiv f(x) < f(a), pentru orice x € S(a,r)N A, punctul a se 
numeşte punct de minim, respectiv maxim local. 


Definiţia 4.9.2 Un punct a e Å se numeşte punct staționar sau critic al funcţiei f dacă funcţia 
f este diferenţiabilă în punctul a şi dacă df (a) = 0. 


Observaţia 4.9.1 Deoarece df (a) = fi. (a)dza + f} dzz +--+ f} (a)dzn, atunci df (a) = 0 & 
fa (a) = foala) >> fan (0) = 0. 


Următoarea teoremă, care constituie o generalizare a teoremei lui Fermat pentru funcții de 
o variabilă reală, stabileşte condiţii necesare de extrem. 


Teorema 4.9.1 Fermat (1601 - 1665) 
Fie funcţia f : A — R, unde A = A C R”. Dacă funcţia f este diferenţiabilă într-un punct 
a € A, care este punct de extrem local al funcţiei f, atunci a este punct critic. 


DEMONSTRAŢIE. Întrucât a este punct de extrem al funcţiei f, conform definiţiei 4.9.1, există 
S(a,r) astfel încât diferenţa f(z) — f(a) păstrează semn constant pentru orice x E€ S(a,r) N A. 
Fie v € R” un versor şi funcţia g : (—r,r) — R, atunci definită prin g(t) = f(a + tv), pentru 
orice |t| < r. Deoarece f este diferenţiabilă în a, funcţia g este derivabilă în t = 0, iar diferenţa 
g(t) — g(0) = f(a + tv) — f(a) păstrează semn constant pentru orice t € (—r,r), atunci punctul 
t = 0 este punct de extrem local al funcţiei g. Conform teoremei lui Fermat pentru funcţii de o 


variabilă reală, rezultă că g'(0) = 0, adică d (a) = 0. Dar, f(a) = (Vf(a),v), adică df (a) = 0. 


Observaţia 4.9.2 1. Din teorema 4.9.1 şi observaţia 4.9.1 rezultă că punctele de extrem 
(dacă există) se pot găsi printre soluţiile sistemului 


fa =0, i=1,n (4.30) 


2. Reciproca teoremei 4.9.1 nu este în general valabilă, după cum se va observa şi din exemplul 
următor. Fie f : R? >R f(x,y) = lg? — 2: 


(207 d ati 
e TU => a = (0,0 unct critic, 
| (7,9) = —2y =0 (0,9). 


2 2 
dar f(x, x) = -5 < f(0,0) = 0 < f(x,0) = F, pentru orice x # 0. Aşadar, punctul 
a = (0,0) este doar punct critic nu şi punct de extrem, deşi f este diferențiabilă în a şi 


df (a) = 0. 


3. Functia f : [1,2] —> R f(x) = 2? are punctele x = 1, respectiv x = 2 de minim, respectiv 
mazim, dar f'(1) # 0, f'(2) # 0. Deci nu orice soluție a sistemului (4.30) este punct de 
extrem. 
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O 
Definiţia 4.9.3 Punctele critice ale unei funcții diferențiabile f : A — R, A = A C R”, care nu 
sunt puncte de extrem ale ei se numesc puncte şa. 


În continuare vom stabili condiţii suficiente pentru ca un punct critic să fie punct de extrem. 


Lema 4.9.1 Fie p : R” — R forma pătratică asociată unei matrici pătratice simetrice 
(a;j); j-T adică plz) = Yij=1aijTitj, 2 = (£1, 22,..., 2n). Dacă p este pozitiv definită 
(y(x) > 0, pentru orice x E€ R”, x 40), atunci există a > 0 astfel încât 


p(z) > alz’, vzeR (4.31) 


DEMONSTRAŢIE. Considerăm mulţimea S = {x € R” |||z|| = 1) - sfera unitate din R”, care 
este închisă şi mărginită, deci compactă. 

Funcţia p fiind continuă pe mulţimea compactă. S este mărginită şi îşi atinge marginile, adică, 
dacă a = infzes y(x), atunci există zo € S astfel încât a = (xo) Z 0, deoarece 0 g S şi prin 
urmare a > 0. Astfel y(x) > a pentru orice x € S. 


Fie y = [+] € R”, z 740; atunci p 2) > a > ppe ® > a > y(x) > al||z||?, pentru 
orice x € R",z Æ 0. Cum pentru x = 0 avem egalitate, obţinem y(x) > alļjz||?, pentru orice 


x eR”. 


Observaţia 4.9.3 Dacă forma pătratică p este negativ definită (p(x) < 0.V x € R”,x Æ 0), 
atunci există a > 0 astfel încât y(x) < —al||x||?, pentru orice x € R”. 


Teorema 4.9.2 Fie multimea A = A C R”, f : A > R o funcție de clasă C?(A) şi a € A un 
punct critic al functiei f. Dacă d? f(a) este pozitiv definită, respectiv negativ definită, atunci a 
este punct de minim, respectiv mazim local al funcției f. 


DEMONSTRAŢIE. Întrucât f € C?(A) putem scrie formula lui Taylor asociată funcţiei f şi 
punctului a cu restul de ordinul doi. Avem 


H Fa) + Fl (aler — a) + + fh, (a) (En — an) + 


ZURO — a)? + 2f aE e1- aa) a2) + 


+1 (E) (En — an)”] (4.32) 


-H 


Cum a este punct critic, rezultă că f} (a) = 0, pentru orice i = 1,n. Atunci (4.32) devine 


1 1 


f(a) = Fla) z ala? (za Să a1)? + afii (E) (z1 7 aı)(z2 = a2) o 
+ fa (E) (En — an] = TAO sal ta CIC ee 


+f}, (a)(En — an)? + (F2(8) — faz (a)) (21 — a) + 
+2( fai za(€) — friza (0)) (£1 — a1) (£2 — a2) +- + 
+F (E) — Fa (a) (£n — an)” = OG — a) + B(o)lz = all?], (4.33) 


cu limga Elx) = 0. 
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Dacă forma pătratică d? f(a) este pozitiv definită, atunci conform lemei 4.9.1, are loc (4.31), 
deci există a > 0 astfel încât d? f (a)(x — a) > allz — al|?. Atunci (4.33) devine 


f(a) — Ka) > Tod — al? + Bt — aP] = $l + Bo) — al. 


Deoarece lima—a (x) = a = 3 S(a,r) astfel încât a + B(x) > 0, pentru orice x € S(a,r) N A, 
aşadar f(z) — f(a) > 0, pentru orice x € S(a,r)NA, adică a este punct de minim local al funcţiei 


Analog se arată şi cazul când d? f(a) este negativ definită. 
Algoritm pentru determinarea punctelor de extrem local 


1. Dată fiind funcţia f : A— R, A = Àc R”, f € C?(A) se rezolvă sistemul (4.30), aşadar se 
determină punctele critice ale funcţiei f. 


2. Matricea asociată formei pătratice d?f(a) este hessiana. Pentru fiecare punct critic a se 
calculează hessiana corespunzătoare şi, folosind criteriul lui Sylvester, se decide dacă forma 
pătratică d? f(a) este pozitiv definită, respectiv negativ definită. 


Criteriul lui Sylvester (1814 - 1897): Fie y : R” — R forma pătratică asociată matricii 
simetrice (aij); ji Şi 


Qil o... Ik 

a .. Q 
Ak Z 21 2k 

Akl o... Qkk 


Următoarele afirmații sunt echivalente: 


1. p este pozitiv definită, respectiv negativ definită; 


2. Ax > 0, pentru orice k = Î,n, respectiv (—1)¥ A% > 0, pentru orice k = Î,n. 


Observaţia 4.9.4 Dacă d? f(a) ia şi valori pozitive şi valori negative, atunci a nu este punct de 
extrem. 


Exemplu: 1. Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei f : R? — R f(x,y) = 
x? +y? — 3ay. Avem 
fL = 3x? — 3y =0 
l f, = 32 — 3x = 0 


şi rezolvând acest sistem se obțin punctele critice (0, 0) şi (1, 1). Calculăm hessiana: f/» = 


0 —3 
6x, fry = —3, fu, = 6y. Pentru punctul (0,0): H(0,0) = ( 23 30 ) , A1 =0, A2 = -9 > 
(0, 0) este punct şa. 


Pentru punctul (1,1): H7(1,1) = ( Ga 


6 —3 
_3 s ar=0>0sz=| 3 |=27>0> 


(1, 1) este punct de minim. 
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4.10  Difeomorfisme. Teorema de inversiune locală 


Definiţia 4.10.1 Fie D, Di C R” mulţimi deschise şi F : D —> Di o funcţie de clasă C!(D). 
Dacă F este bijectivă şi inversa ei F71 : Dı — D este o funcţie de clasă C1(D.), atunci F se 
numeşte difeomorfism sau izomorfism diferențiabil sau transformare regulată. 


Observaţia 4.10.1 Orice difeomorfism este un homeomorfism. 


Teorema 4.10.1 de caracterizare a difeomorfismelor. 
Fie D, Di C R”? două mulţimi deschise şi F : D — D o funcţie bijectivă de clasă C!(D). 
Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 


1. F este difeomorfism; 


2. Pentru orice punct a € D,dF(a) : R” — R” este un izomorfism de spaţii liniare şi F71 € 
C9(D.); 


3. Pentru orice punct a € D, jacobianul funcţiei F în a este nenul şi FL € 00%(D.). 


DEMONSTRAŢIE: 2 & 3 Matricea asociată aplicaţiei liniare dF'(a) în baza canonică din R” 
este matricea jacobiană a funcţiei F în punctul a, Jp (a), adică matricele nesingulare corespund 
izomorfismelor liniare. 

1 => 2 F difeomorfism > Fl € C!(D.),F € C!(D), adică Fo şi F sunt diferenţiabile pe 
Di, respectiv D, FoF-l= 1p, şi Fto F =1p. 

Atunci, conform relaţiei (4.15), Jror-1ı(a1) = Un, pentru orice as € Di şi Jp-ior(a) = Un, 
pentru orice a € D > Jp(F~t(a1))Jp-1 (a1) = Un şi Jp-(F(a))Jr(a) = Un, pentru orice a € D, 
şi a} € Di, deci matricea Jp (a) este inversabilă şi Jp-ı(F(a)) = JTI (F (a)), pentru orice a € D. 

2 = 1 Presupunem că pentru orice a € D df (a) : R” — R” este un izomorfism liniar şi 
F-! € C?(D1). Pentru ca F să fie difeomorfism este suficient să arătăm că FL este diferenţiabilă 
în orice punct din D, şi derivatele parțiale de ordinul I ale lui F+ sunt functii continue pe D1. 

Fie a € D1, F™t(a1) =a € D şi T = dF (a). 

Întrucât F € C!(D) => F diferentiabilă pe D => F diferenţiabilă în a = există o funcţie 
continuă a : D — R” astfel încât 


F(x) = F(a) + T(z —a)+a(x)|x—al|, cu lim a(z) = Ox»; 
T(x — a) = F(x) — F(a) — a(x)||z —a|| şi aplicând T7!, se obţine 


xz — a = T! (y — ai) — |z — allT 7t (a(x)), unde y= F(x), (4.34) 
E a a = —llz— all a 
Ft (y) — Ft (a1) — T! (y — a x—al __ 
ly — all ly — all 
Arătăm că raportul A este mărginit. Din (4.34) avem 
| — al] = IT — a) — |z — a|T (a(x) x (4.35) 
< |T (y - a)|| + |æ — all T= (a(x))|| 
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T-| fiind aplicaţie liniară şi continuă, conform teoremei 3.8.1, există m > 0 astfel încât ||T-1(y-— 
aa)]| < mlly — all. 
Din (4.35) rezultă ||x — a]| < mlly — aill + lle — all] T(a(2))l| = 


L—A L—A Si 
lee < may e rate] (4.36) 
Fer jg -ail 


y — a & F-1(y) > Fa) (Ft e C°(D1)), deci z > a & y > a. 


lim Tt (a(x)) = T7! (lim a(2)) = T-1(0n) = Og» > |T 1(a(z))]| = 0. 


I—aA La 


Aşadar, pentru orice e > 0, există V € Va, astfel încât pentru orice y € V ||T-1(p(2))|| < € şi 
cu (4.36) avem 


lz- all lz — all lz — all m 
Ai al S m 5 
ly — all ly-al lly-al  1-e 
adică raportul [e aa] este mărginit. Prin urmare, 
ly — all 
Ft (y)— Ft — T7} (y — 
lim (y) (a1) (y a1) — lim |z a|| T-(a()) = On, 
y>ar ly — all ya ||y — a || 


deci funcţia FL este diferenţiabilă în punctul a, şi în plus, dF~1(a1) = (dF(a))-L. Punctul 
ay fiind ales arbitrar din Di, rezultă că FL este diferenţiabilă pe Di. Astfel, funcţia F7! are 
derivate parţiale de ordinul I în orice punct din Di. Mai rămâne să arătăm că acestea sunt 
funcţii continue pe Dı. Datorită faptului că dF(a) este izomorfism liniar, avem det Jr(a) Z 0, 
pentru orice a € D, iar din F € C!(D) reiese că elementele matricii Jp(a) sunt funcţii continue. 
Întrucât Jp-(F(a)) = Jp (a) elementele matricii Jp (a) sunt funcţii continue, rezultă atunci 
că elementele matricii Jp-(a1) sunt funcţii continue pentru orice aa € Di, prin urmare, Fo € 
C!(D.). 


Corolarul 4.10.1 1. Dacă F : D — Di şi G: Di — Do sunt difeomorfisme, unde D, Di şi 
Də C R” sunt mulțimi deschise, atunci Go F : D — Də este difeomorfism. 


2. Dacă F: D-— D; este difeomorfism, atunci FL: Dı — D este difeomorfism. 


DEMONSTRAŢIE. 


1. F,G difeomorfisme = F,G bijecţii, F € C!(D), G e C!(D.), F7} e C%D.),G Le 
C0(D.) şi Jr(a), Jala) nesingulare pentru orice a € D,a € Di. Atunci GoF: D > Do 
este bijecţie, GoF € C1(D), (GoF)-1 = F-loG-1 e C?(D2) şi Jaor(a) = Ja(F(a))Jr(a), 
Jagora) nesingulară pentru orice a € D şi, conform teoremei 4.10.1, obţinem că Go F este 
difeomorfism. 


2. Rezultă din definiţia 4.10.1. 


Corolarul 4.10.2 Dacă F : D — D; este difeomorfism de clasă CP(D), p > 1 unde D, Di C R” 
mulțimi deschise, atunci FL : Di — D este difeomorfism de clasă C? (D1). 


Exemplu 4.10.1 Dacă T : R” — R” este o aplicație liniară, conform teoremei 4.10.1, T este 
difeomorfism dacă şi numai dacă jacobianul lui T este nenul, adică matricea transformării liniare 
T este nesingulară. 


4.10. Difeomorfisme. Teorema de inversiune locală 99 


In cele ce urmează vom prezenta o teoremă importantă în analiza matematică, care reduce 
problema. bijectivităţii unei funcţii de clasă Ct la problema bijectivităţii unei aplicaţii liniare. 


Teorema 4.10.2 (teorema funcţiei inverse) Fie F : D — R”, D = D C R”, o funcție de clasă 
C1(D) şi a € D astfel încât dF (a) este izomorfism liniar. Atunci există o mulţime deschisă Dı C 
D,a € Di astfel ca F(Dı) = Də să fie mulţime deschisă, iar F să stabilească un difeomorfism 
între Dı şi Də. 


DEMONSTRAŢIE. Fără a particulariza putem presupune că a = Og» şi F(a) = Og» (altfel se 
vor face translaţii de vectori a şi F(a) care sunt difeomorfisme). De asemenea, putem presupune 
T = dF (0) = Lan. Într-adevăr, dacă T = dF (0) = Ian, atunci considerăm functia Fi = Tto F; 
Fi (0) = THF (0)) = T-1(0) = 0, dF (0) = dT-1(0) o dF(0) = Tto T = Ign. 


ED 


Figura 4.9: 


Dacă teorema are loc pentru funcţia Fi, atunci există o mulțime deschisă D| C R aşa încât 
0 € Di c D, F(D1) = D} C R” este mulţime deschisă, iar F; stabileşte un difeomorfism între 
D! şi D}. Întrucât T este difeomorfism se obtine (T o F1)(D1) = F(D1) = Dz C R” este deschisă 
şi F = T o F; este un difeomorfism între D; şi Də. 

În conformitate cu cele de mai sus vom lucra în ipoteza a = 0, F (0) = 0 şi dF (0) = Inn. 

Fie funcţia H : D — R” definită prin 


H = F — Lan (4.37) 


Întrucât F € C1(D) rezultă că H € C1(D) şi, în plus, dH(0) = dF(0)— dlg» (0) = Lan — lin = 0. 
Dacă hu, h2,..., hm sunt componentele funcţiei H, H = (hu, h2,..., hn), cum hi € 0%(D) 


şi oli (0) = 0, pentru orice i,k = 1,n, există un sferoid $(0,6) C D astfel ca |dh;(2)|| < 1 
pentru orice x € S(0, 8), Y i = 1,n. Aplicând corolarul 4.5.3 avem: 
1 
deci 
m 1/2 i 
H(z) — H(y)|| = o = a) = zle- yl, Vzye 500,5) (4.38) 
k=1 


Fie D= S (0, $) şi D! = S(0, ô) N F7t(D}); Di, D} sunt mulţimi deschise în R”, 0 € D! C 
D, F(D) c FÈ-1(D,)) C D} 

Arătăm că funcţia F : Di — D, este injectivă; pentru aceasta fie a1,a2 € D! aşa încât 
F(a1) = F (a2). Din (4.37) avem H(a1) + aa = H (a2) + a2, 


1 
lai — a2|| = |H (a2) — H (a1) < Iaz — a2l| > llai — az] = 0 = aa = az, 
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adică funcţia F este injectivă. 

Pentru orice y € D3 definim funcţia py : $(0,5) > R” p(x) = y — H(z), Y x € S(0,6) şi 
arătăm că aceasta este o contracție pe spaţiul metric complet S(0, 8). 

Vaza € 50,5) llpy(21) — py(e2)]] = |H (22) — Hal < Siza — zll, adică py este o 


contracție cu coeficientul de contracție c = i Conform teoremei de punct fix Banach, functia py 
are un singur punct fix, pe care-l notăm G(y). Aşadar py(G(y)) = G(y), adică y — H(G(y)) = 
G(y),Y y € D}. Dacă înlocuim în (4.38) y = 0 se obtine || H(x)|] < zi]; pentru orice x € $(0,6) 
deci |ET(G(y) < 3CHI; 

ô GUI 


pia > |G) s d 


IGO) = lly — ECUNI < lull + ECU) < 5 3 


şi, prin urmare, 
G(y) e S(0, ô). (4.39) 
Pe de altă parte F(G(y)) = H(G(y)) + G(y) = y, de unde G(y) € F-1(D)), care împreună cu 
(4.39) ne dă G(y) € F-1(D))N S(0,8) = D}. 
Astfel s-au definit functiile F : D} — D5,G: D — D! cu următoarele proprietăţi: F este 
injectivă, F o G = 1p;, de unde obţinem că F este şi surjectivă, deci bijectivă şi G=F7t, 
Vrem ca Fo! € 0%(D)). Pentru orice y1, y2 € Dh avem 


lE (y1) = Pop = la — EP) = y2 + EP (y2))l] < 


< [in — vell + EE u) - EE) < 
< lln = vall + ZIET) = Fi) = 
> |F) -F7 w) < 2l — yll (4.40) 


Astfel, V e > 0, 3 6(e) > 0 aşa încât Y y1, y2 e D} cu |y — yll < 26) > || F1 (y1)— F-(p)] < 


e, adică funcţia F7! este uniform continuă pe D4, deci F-! € 0%(D)). 

Matricea jacobiană Jr(0) este nesingulară şi, cum ea este alcătuită numai din funţii continue, 
rezultă că există un deschis Dı C D} astfel încât 0 € Di şi Jp(x) este nesingulară V z € Di. 
Mulțimea Də = F(D.) C R” este, de asemenea, deschisă, F : Dı — Də bijecţie, Fl e 
C?(D2), F € C!(D.) şi Jp(x£) nesingulară Y z € D1. În aceste condiţii conform teoremei 4.10.1 
se obţine că F stabileşte un difeomorfism între Dı şi Də. 


Corolarul 4.10.3 Fie F : D —> R” o funcţie de clasă C!(D), D = Dc R”, astfel ca matricea 
jacobiană Jp(a) să fie nesingulară pentru orice a E€ D. Atunci funcţia F transformă mulțimi 
deschise în multimi deschise. 


DEMONSTRAŢIE. Fie Dı C D mulţime deschisă şi ay € F(Dı). Atunci există a € Di cu 
F(a) = aa. Conform teoremei 4.10.2 rezultă că există o mulţime deschisă Də astfel ca a € Də C D 
şi F(D2) este o mulţime deschisă în R”. Dar F(a) € F(D2) C F(D.), adică F(D1) este multime 
deschisă. 


Corolarul 4.10.4 Fie F : D — R” o funcție de clasă C!(D), D = Dg R”, de componente 


Îi, fas. fn: D —> R. Dacă a € D şi matricea jacobiană Jp(a) este nesingulară, atunci există 
V €E Vra) astfel încât pentru orice y = (y1,y2;..-;9n) E V sistemul fi(£1, T2,..., En) = Yi, 
pentru orice i = 1,n are soluție unică x = (£1, £2,..., 8n) E€ U, unde U E€ Va. 


DEMONSTRAŢIE. Conform teoremei 4.10.1 există U € V, astfel încât F : U — F(U) este un 
difeomorfism şi luăm V = F(U). 
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4.11 Functii implicite 


Definiţia 4.11.1 Fie ecuaţia 

F(z,y) = 0(1), (4.41) 
unde F : D C RI — R”, F = (FI, Fz,..., Fm), Fi : D —> R, z = (Due. = 
(Y1, Y2,---;, Ym). O funcție y = f(x), f: A C R” — R”, f = (fi, f2,..., fn) astfel încât 


(x, f(x)) e D, se numeşte soluție în raport cu y a ecuaţiei F(x,y) = 0 pe multimea A dacă 
F(x, f(x))=0,YxzE€A. 


Yı = falti in) 


Y2 = f2(T1,---, Zn) de n variabile 


Observaţia 4.11.1 Un sistem de m funcții reale 
Ym = fml21, iuie n) 
£1, T2,..., Zn, fi: A — R, este o soluţie a sistemului de ecuații 


Filti Eny Ynes Ym) =0 
Falie Èn Virts) =0 


Fm1,- -, En, Yl, ++ Ym) =0 


în raport cu variabilele Y1, Y2,..., Ym, pe multimea A, dacă avem 


Fiara: En fiti En): -o Îmi n) 


0 
Fo(t1,..., En, firea) f(E,- --;8n)) = 0 


Frl tien Sith Enh ce n m DL ce ala) ) = 0 
V (£1, 22,- .., Zn) E A. 


Definiţia 4.11.2 Funcțiile y = f(x) definite cu ajutorul ecuațiilor F(x,y) = 0 se numesc funcții 
implicite. 


Ecuațiile de forma (4.41) pot avea una sau mai multe soluţii pe o mulţime A sau pot să nu 
aibă nici o soluție. 


Exemplu 4.11.1 1. Ecuația 4x — y? = 0 (n = m = 1) are în raport cu y o infinitate de 
2,/T „ TEA 


E eu 


soluţii pe mulţimea [0, 00). Funcția f : [0,00) > œ f(x) = l 
Aı U Ao = [0,00), verifică ecuația 4z — y? = 0. 
2. Ecuația 2x? + 5y? + 2 = 0, (x,y) e R? nu are nici o soluție reală. 
3. Ecuatia z — y’ = 0, (x,y) € RÌ are o singură soluție pe R, funcția f(x) = a. 
Ne punem întrebarea în ce condiţii ecuaţia (4.41) are soluție, şi dacă această soluție este 
Unică. 
Teorema 4.11.1 Teorema funcțiilor implicite, Goursat (1858 - 1936) 
Fie D = D C Rm, (a,b) € D şi funcţia F : D > R”, F = (Fi, Fo,..., Fm), F € C}(D). 
Dacă F(a,b) = 0 şi D(Pi Po km) iy, b) Z 0, atunci există A € Va, B E W un AXBCD şi 


D(y1, Y2,- --, Ym) 
o unică funcţie f : A— B, f € C(A) astfel încât f(a) =b şi F(x, f(£))=0,Y z €A. 
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DEMONSTRAŢIE: Considerăm funcţia G : D — R”™™, G(z,y) = (z,F(z,y)), (z,y) € D, 
G = (Gu, G2, ENRE , Gm+n), adică Gı(x,y) = t], Go(x, y) = ao. , Gn(x, y) = Tn, Gn+1(2, y) =: 
Fi(z,y), Gn+}m(£, yY) = Fm(z,y). Atunci jacobianul funcţiei G în punctul (a,b) este 


1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 sd 0 z 
OEi(a,5) Eia) Bian) Erao) o BE at) 
2Em (a,b) dEn (a, b) DE (a, b) Emad). Ena, b) 
= Dia Porsa E) ci AU 


D(y1, Y2,- --, Ym) 
Conform teoremei de inversiune locală există o mulțime deschisă U astfel încât (a,b) e U C 
D,G(U) este mulţime deschisă în R”+™, iar G: U — G(U) = V un difeomorfism. Presupunem 
mulţimea U de forma U = U1 x B C R” x R”, cu Be ». 

Definim functia H : R” — RY” H(x) = (x,0) şi fie A = U, N HHV). Întrucât (a,b) € 
U = U; x B rezultă a € U şi H(a) = (a,0) = (a, F(a, b)) = G(a,b) € V, adică a € H-1(V), deci 
a€ A. 

Avem Ax BCU x B=U C D şi pentru V x € A H(x) = (x,0) € V. Astfel putem defini 
funcţia f: Ax B f = prao Gto H, A Ł y = U Dap Cum funcţiile pro, GL şi H sunt 
funcţii de clasă CT rezultă f € C!(A). 

Fie G-1(z,0) = (u,v); atunci G(G-1(2,0)) = G(u,v), deci (1,0) = (u,F(u,v)), de unde 
a = u. Pe de altă parte v = pro(u,v) = pro(G-1(z,0)) = (i o G-1H)(x) = f(x). Am 
obţinut G-1(z,0) = (x, f(2)). Fie z € A; G(x, f(2)) = G(G-1(,0)) = (7,0). Dar G(x, f(2)) = 
(x, F(x, f(x))), adică F(x, f(x)) =0,V ze A. 


Observaţia 4.11.2 1. Dacă F € CP(D), atunci f € CP(A). 
2. În condiţiile teoremei 4.11.1 au loc următoarele: 


D(Fi, Pas Fm) D(F;, Popa e Fm) 
ofi = D(zi, Y2,- --, Ym) ô fm — D(y1, Y2,- - , Ym-1, Ti) 
Oi  D(Fi, oma) Oa DD Pa, Fz,..., Em) 

D(y1, Y2,- --, Ym) D(y1, Y2,- --, Ym) 


Dacă pentru x € A în identitățile 


Fi(x, ful), fm(2))=0 
d filz), fm(2)) = 0 


Fe, fil): (2) = 0 


derivăm în raport cu xi obţinem 


OF OELOfi: , ur Fi Ola 
Ori T Op Ori tf Dym dai TO 
ôF , OF2Ofi .. Fo Ofm _ 
Oz; at ðyı das abia Oym Ozi 0 
bE e 9Fm O aa Oba Ola _ 
En + ah + En Ofn =0 
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Folosind regula lui Krammer rezultă 


D(Fi,..., Fm) D( Pi, F>, ..., Fm) 
ofi = D(zi, Y2,- .., Ym) Ofm Di D(y1,..., Ym—1, Ti) 
dai D(F, ..., Fm) e Om D(Fi, Fz, ..., Fm) 

D(y1, Y2,- --,Ym) D(y1, Y2,- --, Ym) 


3. Fie mulțimea M = {(x,y) e D| F(x,y) = 0}. Teorema funcțiilor implicite stabileşte că 
într-o vecinătate A x B a oricărui punct fizat (a,b) e M, mulţimea M este local graficul unei 
funcţii. Multimea M fiind dată nu poate exista local decât cel mult o funcție astfel încât M să 
fie graficul lui f. Astfel, local, funcţia f este unică pe când deschişii A şi B nu sunt unici. 


Cazuri particulare ale teoremei funcțiilor implicite 

1. Functia implicită definită de ecuaţia F(x,y) = 0 
Teorema 4.11.2 Dacă F : U — R, U =UC R? este o funcţie de clasă C1(U), (a,b) € U un 
punct astfel încât F(a,b) = 0 şi F; (a,b) 40, atunci 


1. Există A € Va, BE W,Ax BCU şi o unică funcţie f : A — B aşa încât f(a) =b şi 
F(x, f(z)) =0,vze A. 

2. Funcţia f € CI(A) şi 

_Fa(z.y) 
Fr) 


3. Dacă F € CP(U), atunci f € CP(A),p > 1. 


f'(2) = YVrEA (4.42) 


Teorema 4.11.3 Dacă F : U — R,U UC R+ este o funcție de clasă C1(U), (a,b) € U un 
punct astfel încât F(a, b) = 0 şi F; (a,b) 70, atunci 


1. Există A € Va, B E VW, A x BCU şi o unică funcție f : A — B aşa încât f(a) = b şi 
F(x, f(z)) =0,vze A. 


2. Funcţia f € CI(A) şi 


z€ A (4.43) 


3. Dacă F e CP(U), atunci f e CP(A),p > 1. 


Observaţia 4.11.3 1. În ipotezele teoremei 4.11.2, dacă f € C2(U) se pot determina punctele 
de extrem ale funcţiei implicite y = y(x) definită de relaţia F(x,y) = 0. Întâi se determină 
din relaţia (4.42) punctele critice rezolvând sistemul F(x,y) = 0, Fl(x,y) = 0, F(x,y) Æ 
0. Derivând (4.42) în raport cu x se obţine F} (x,y) + Fiy(x,y)y' (x) + y” (x) F (x,y) + y(x) 


2 


F" 
(Fiy(£, y) + F(x, y)y'(£)) = 0. Pe urmă se studiază semnul funcției y"(x) = ean în 
yY ) 


fiecare punct critic obţinut. 

2. În ipotezele teoremei 4.11.3 pentru u = 2 şi F € C2(U) se pot determina punctele de 
extrem ale funcţiei implicite z = z(x,y) definită de relaţia F(x,y,2) = 0. Derivând această 
ultimâ relație în raport cu x şi y se obţine 


F; (x,y,z) + (uz A) =0 


_ (4.44) 
F(x,y, z) + Do (aj; z)zy(z, y) ii 0. 
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Se determină din (4.44) punctele critice rezolvând sistemul F(r,y,2) = 0,Fi(z,y,2) = 
0, F(x,y, z) = 0, F!(x,y,z) # 0. Derivând relațiile (4.44) în raport cu x şi cu y se obține 


derivatele zla, Ži Za: Pentru a determina punctele de extrem se foloseşte criteriul lui Sylvester. 


Exemplu 4.11.2 1. Pentru funcţia y = f(x) să se calculeze f'(0) şi f”(0), dacă f(0)= 1 şi 
xr? — ry + 2y + —y—1=0. 


Avem F(x,y) = z?—zy+2y?+z—y—1 = 0, F € C?(U), F(0,1) = 0, F(x, y) = —ax+2y-—1, 
F; (1,0) = 3 40, aşadar condițiile teoremei (4.11.2) sunt îndeplinite şi după formula (4.42) 
obținem 

F,(2,y) 2x-y+1 


(2) = F; (x,y) - -z + 4y- 1’ 


f'(0)=0. Derivând relația de mai sus în raport cu x se obține 


(2 — y')(—x + 4y — 1) — (2x — y + 1)(—1 + 4y’) 2 


(—x + 4y — 1)2 2o E 


f'(2) = 


2. Pentru funcția y = f(x) să se determine punctele de extrem dacă F(x,y) = z? + y’ — 
312y — 3 = 0. Conform punctului 1 al observaţiei (4.11.3) determinăm punctele critice re- 


a e mda a 
zolvând sistemul F(x, y) = 0, Fi (x,y) = 0, F(x,y) 7 0, adică i pa e LN, Al 


3x? — 6zy = 0 
Soluțiile acestui sistem sunt x = 0,y(0) = V3 şi x = —2, y(—2) = —1 (se observă că 
—r? + 2r 
F;(0, V3) # 0, Fy (—2, —1) # 0). Avem f'(x) = ai i 
3 _ 2 2-4 t e aA 
f" (£) 2 2y T 2x y ni (xy T y j; f” (0) 2 KE > 0, deci r = 0 este 
punct de minim, iar f"(—2) = -2 < 0, deci x = —2 este punct de mazim. 


3. Pentru funcția z = f(x,y) definită implicit prin F(x, y,z) = (x + y)e? — xy — z = 0, ce 
satisface condiția f (2,2) = 0 să se calculeze f,(2,2) şi fy(2,2). 


Se observă că F(2,2,0) = 0, F!(2,2,0) = 3 7 0, deci sunt îndeplinite condițiile teo- 
remei 4.11.3. Folosind relaţiile (4.43) obținem fi(z,y) = -n fiy) = 


ý 1 i (x + y)e? 
Sae T astfel că f.(2,2) = F fy(2,2) Sa: 


4. Funcțiile u(x, y) şi v(x, y) sunt definite implicit prin u +v = x,u — yv = 0. Să se calculeze 
diferențialele de ordinul întâi ale celor două funcţii. 


D(Fi, F2) _ 


Avem Fi(z,y,u,v) = u+v-— gz = 0, Fo(x, y, u,v) = u— yv = 0, şi presupunem Da 
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| i E; | = —y — 1 #0. Atunci conform observaţiei 4.11.2 obţinem 
D(F, F>) -1 1 
Taes O RIO RER a 
zi D(F, F2) —y-— 1 y+’ 
D(u, v) 
D(F, Fo) 0 1 
p 2 Dud alea 
y D(F, Fə) —y-— 1 y+’ 
D(u, v) 
D(F, F>) l —l 
o D(u, x) — 1 0 a ee „il 
x D(F, F2) —y— 1 y+’ 
D(u, v) 
D(F, F>) 1 0 
y= D(u,y) a | —v Z v 
Y D(F, Fə) —y-— 1 y+’ 
D(u,v) 
astfel că 


1 1 
du = PE Lu + vdy), d= TET — vdy). 


4.12 Extreme cu legături 


Fie D o mulţime deschisă din R” şi funcţiile f : D — R, yp : D > R, Y; : D — R, f € CHD), 
px € C!(D), Y; € CL(D),k = 1,s,i = Lt. 
Cu ajutorul acestor funcţii definim următoarea submulțime a lui D : 


U = {x€ Dle) =0, Via) >0, k=1,s, i=1,t} (4.45) 


Considerăm restricția lui f la U, flu şi căutăm punctele de extrem ale acestei restricții. 


Definiţia 4.12.1 Spunem că a € U este un punct de extrem pentru f cu legătura U (sau extrem 
condiționat) dacă a este punct de extrem local pentru f|u. 


Observaţia 4.12.1 a € U este punct de extrem pentru f cu legătura U = 3 S(a,r) C D astfel 
încât V x E€ S(a,r) NU diferenţa f(x) — f(a) are semn constant. 


Definiţia 4.12.2 Fie a e U. Un vector v € R” se numeşte vector admisibil în a dacă există un 
interval de forma |[0,to] astfel încât V t e [0, to] a + tv E€ U. 


Dacă a € U este un punct de minim, atunci orice vector de descreştere nu este admisibil. 

Dacă în punctul a € U, V;(a) = 0, atunci restricţia V, este activă în a. Notăm A(a) = {{i € 
1,2,...,t}| Y:(a) = 0}, adică submulţimea indicilor restricţiilor active în a. 

Într-un punct a € U restricţiile sunt regulate dacă vectorii gradienti ai restricţiilor de tip 
egalitate şi vectorii gradienți ai restricțiilor active sunt liniar independenti. 

Restricţiile de tip egalitate şi cele active sunt numite legături în punctul a. De aceea în loc 
de denumirea generală extreme cu restricții vom folosi denumirea extreme cu legături. 

Dacă nu avem restricții egalități, iar restricțiile inegalităţi nu există sau nu sunt active în 
punctele de extrem, atunci extremele se numesc libere. 
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Exemplu 4.12.1 Fie f : R? — R, f(x,y) = (2—2)2+(y— 12 
cu restrictiile V(x, y) = z, Valz, y) = y, Valy) = y — z? 
şi Va(x,y) = —x — y + 2, deci Y; > 0,V i = 1,4. Punctele 
din interiorul şi de pe laturile triunghiului curbiliniu satisfac 
restricțiile problemei. Căutăm punctele de minim ale funcției 
flu, unde U = {(z,y) € R? | Y;(z,y)> 0, îi=1,4). 
Observăm că f(x,y) = d((x,y),(2,1)), deci f este 
minim când d((x,y),(2,1)) este minimă. Acest minim este 
atins în punctul M(1,1) obținut prin rezolvarea sistemului 


-x-y +2=0’ 
Cum Y(M) = Va(M) = 1 > 0 avem A((1,1)) = {3,4}. 


zii e, 
i S 9 adică restricțiile Y3 şi Y4 sunt active. Figura 4.10: 


Pentru punctul (1, 1) mulțimea tuturor vectorilor admisibili este cuprinsă între tangenta la 
parabolă în punctul M (1,1), y = 2x — 1 şi restricția activă z + y = 2. 

Cum —V f (M) este vector de descreştere, nici un vector admisibil nu poate forma cu —V f (M) 
un unghi mai mic decât 90°, deoarece dacă ar forma atunci f ar descrește, deci punctul M (1,1) 
nu ar mai fi punct de minim. Prin urmare —Vf(M) trebuie să fie situat în conul generat 
de —VYUs(M) şi —-V¥4(M), adică 3 aœı,@œ2 > 0 astfel încât —Vf(M) = aa(—VY(M)) + 
a2(—VYV2(M)), adică V f(M) = aıVYı(M) + a2V¥ə2(M). 


Observaţia 4.12.2 1. Deoarece minges f(x) = — maxres(—f(x)) vom trata doar problema 
de minim, orice problemă de mazim reducându-se la una de minim. 


2. Inegalitățile de forma > pot fi transformate în inegalităţi de forma < prin înmulțirea cu 


(-1). 


3. Inegalitățile de forma > sau < pot fi transformate în egalităţi prin scăderea sau adăugarea 
unei variabile nenegative. 


Teorema 4.12.1 Kuhn - Tucher. 

Dacă f, pu, Vi: D —> R sunt functii definite pe un deschis D din R”, f, ou, Yi € CL(D), unde 
k = 1,s, i = 1,t şi a E€ U este punct de minim pentru f|u, iar în a restricțiile sunt regulate, 
atunci există numerele up E€ R, k = 1,s ṣi vi E€ R}, i = 1,t astfel încât: 


1. vi = 0 pentru orice i ¢ A(a); 
2. V f(a) = Jka ukV pr(a) F Sii vVV;(a). 


DEMONSTRAŢIE: Pentru a simplifica demonstraţia putem presupune că punctul a este orig- 
inea spațiului R”, a = On, făcând o translație a sistemului de referinţă. De asemenea putem 
presupune f(a) = 0, deoarece, dacă f(a) = a, atunci lucrăm cu funcţia g = f — a, deci facem o 
translație a valorii funcţiei. 
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Presupunem că restricţiile active în punctul a sunt Y1(0) = 
Y2(0) = 0,...,Y;(0) = 0, deci A(0) = (1,2,...,3) şi Ya 
0, Yj+2(0) > 0,...,Y(0) > 0. Cum ¥; € C!(D),i = js ex- D 
istă S(0,r) cu următoarele proprietăţi: Y x € S(0,r), Yju(2) > o 
0,..., V(x) > 0şiv ze S(0,r)QU, f(x) > f(0) =0. Arătăm că 
pentru fiecare e € (0,r), 3 n. e N astfel ca pentru VY z cu ||z|| = e 
are loc inegalitatea, 


l Figura 4.11: 
5 j 
fæ) + lel? ne [Sote + Suta] >o, 
= = (4.46) 
V; (x) = max(—VYV;(2),0). 
Presupunem prin absurd că afirmaţia (4.46) este falsă. Atunci 3 co € (0,7), V n € N, 


J £m, ||Em|| = £0, astfel ca 


s j 
D Alm) + vlen) <05 


k=1 i=1 


s j 
> fim) + le? < -n pa pt) + S vlen) (4.47) 
k=r 


i=1 


Deoarece mulţimea K = {x € R” |||x|| = eo) este compactă, 
fiind închisă şi mărginită, iar girul (zm) C K, există un subşir 
(Zh(m)) al său convergent în K, unde h : N — N este o funcţie 
strict crescătoare. Deci există z* € K astfel ca £a(m) > 1”. 

(4.47) se poate scrie 


+ e z 
a > dvi (2h(mm)) Da (Eaim (4.48) 


Cum f, pp, Y} € C!(D), iar Ehem) > 2%, avem f(2h(m)) > F(2*), PklEnm)) > or(2*), respectiv 
V;(2h(m)) > Vi(z*). Trecând la limită în (4.48) rezultă 


s j 
X pala Dx so Dede EDD ac 
k=1 i=1 


Deci y(£*) = 0,k = Les W;(£*) = 0, i = 1,j => Vaz) > 0,VY i = 1,j şi Y;(z*) > 0, 
Vi= j+ 1,t pentru că {z |||æ|| = £o} C S(0,r). 

Astfel, z* € U satisface condiţiile (4.45), şi deci limm—o f (£m) = f(z*) > f(0) = 0 Dar din 
(4.47) avem f(Erim)) + lt)? < 0, adică f(£rem)) < —e > f(z*) < —eo < 0, ceea ce este o 
contradicție. Aşadar, afirmaţia (4.46) este adevărată. 

Pentru fiecare e € (0, r) construim functia F; : D —> R 


s j 
F(z) = f(z) + |z? + ne |X ya) Y? (2) 
i=1 


k=1 


cu Nne din (4.46) şi studiem comportarea acestei funcţii pe S(0,£). Cum S(0,£) este un compact 
pe care Fe este continuă, rezultă că ea este mărginită şi îşi atinge marginile. Fie xe € $(0,2) 
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punctul de minim global al lui F; pe $(0,2), adică F(x) este cea mai mică valoare pe S(0, €). 
Deoarece F+(0) = 0 rezultă F(x) < 0. Dar din (4.46) avem F(x) > 0 pentru ||æ|| = e. Prin 
urmare, £e E€ $(0,e) şi din teorema lui Fermat avem V F(z) = 0, adică 


ðf - dei ue aa Ole) 
gz e) + 2pruze + > 2neipr(z2) ge (ac) + 2 -20 (ze) p 50 (449) 
cu jo <e, l=1,n. 
Introducem următoarele notații: 
s J 1 
Le =1+ 2 bnepetze) + dnei (ae) >0, à= TaN 
2NcPklze) . —2ne p? (£e) 
A, = EEE j ag = IE O, k=l,s i i=],j 
k VJL A ADE 
Împărţind cele n egalităţi din (4.49) cu vLe, obţinem 
ðf S pkl) | sh -0Yi(2-) 
Putem pune în evidență un versor (AG, A[,.---, AŞ, Mie... , H5). Astfel am găsit că pentru V € € 


(0,r), 3 ze cu |ze]] < £ şi un versor (d6,A5,..., As, HĪ- -o H3) cu ns < 0,VY i= 1,j şi à > 0 
astfel încât să fie satisfăcute egalitătile (4.50). 
Considerând £; = 4, obţinem un şir de puncte (x1) cu |z]| < T (xı — 0) şi, corespunzător 
lui, şirul de versori (v1), ur = (Aor, As, - -- , Asl; Pa - - - , Hjt) şi sirul de numere 
s j 
Lı=1+ X _l2niee(z0))? F N 2m Y; (2). 


k=1 i=1 


Multimea versorilor fiind compactă, şirul (v) conţine un subşir convergent către un versor v = 


AD, A, 25 As, H13- -03 Hi), Ào = lim — > 0. 
(ào, A s, H1 Hj) 0 Redi 
Dacă Ay = 0 din ipoteza regularităţii restricțiilor în 0 rezultă A e As Wi 


- = uj = 0, deci v nu este un versor ceea ce este o contradicţie. Prin urmare ào > 0 şi 
hi = limo Hiu < 0> m <0, i= l,j. 


S 


=N ARER 
Vf(0) = 5 =E Vento) + `> - VY;(0), unde ji =: 5 pu = 0. 
k=1 i=1 


Notând ug = =% ER şi v; = a > 0, k= 1,s, i = 1,t obţinem 


V £f(0) = X uk Vyr(0) + S_uiVY:(0) cu u€R i w€Ry. 
Observaţia 4.12.3 1. Cu ajutorul funcțiilor f, px şi V; construim funcția ® : D x R°t* — R 


s t 
D=f- Y upr- Y ulti- w), 
k=1 


i=1 
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unde up sunt multiplicatori Lagrange, vi sunt multiplicatori Kuhn- Tucker, iar w; sunt variabile 
de egalizare. ® este o funcţie de n+ s+ 2t variabile: zi, Uk, vi, wi, unde L= 1,n, k = 1,s,i = 1,t. 

Teorema lui Kuhn-Tucker afirmă că punctele din minim ale funcției f trebuie căutate printre 
punctele critice ale lui P, adică printre soluțiile sistemului 


OP _ LE 
aa? ; l=1n 
DE. , k=1,s 
Uk 
02 o 
Wi 
28 _ If SpA Sn o 1-a 
Or, Oz Oz E ðn a 
9% 
ae lee a = =] 
dup Pk 0, k 5 
P = 
S = iu) =0, isti 
9% 
E viw 0 


Să simpificăm puţin şi să lucrăm numai cu restricții de tip egalitate. Atunci O = f — poa uk 
şi căutăm punctele critice ale funcţiei ® rezolvând sistemul: 
92 0, 1=T, 


n 


oğ _ = 
Ju È k=1, 


2. Presupunem că nu avem restricţii egalităţi, iar restricţiile inegalităţi sunt de forma z; > 0, 
j=l1,n şi Y;(x1,..., £n) > 0, i = 1,5 Notăm 


t n t t 
L= f- ut; i d = L-S_vjzj + V_uju? + 9 vw 
tal j=1 j=1 i=1 


VA 


Atunci 

oP OL 0 
= a 

Oz; Ox; 7 

(el) 2 

9% 

Zi e w? — VW; =0 j=l,n,i=1,t 

Vi 

K 

ð 
=  2duiwi =0 


wi 
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Observăm că x; = 0 & w; = 0, iar Y; = 0 & w; = 0. Acestea ne permit să eliminăm 
variabilele ajutătoare w;, wj, astfel ca să avem 


OL 


ðr; = Vj, Tj > 0, VjIj = 0, Y; > 0, viŅi =0. 


Deci, dacă există minimul funcţiei f cu restricţiile x; > 0, j = 1,n, Y; > 0, i = 1,t, atunci 
sunt satisfăcute următoarele condiții: 


OL OL ; 
dz, 20 zj > 0, Ti dj h j=l,n 


ƏL OL — 
Jy SO vi > 0, vi Jy, T O t= lt, 


unde L = f — Ya v;i; se numeşte funcţie Lagrange. 


N ou a 


v = VW, j=l,n, i=1,t. 
Ir; 1 ðv; i J , , 


În continuare stabilim condiţii suficiente pentru existenţa punctelor de minim cu legături. 


Teorema 4.12.2 Presupunem că funcţiile f, pr, Y; € C2(D),k = 1,s,i = Lt. Dacăa € U şi 
sunt satisfăcute următoarele condiţii: 


1. Restricţuile sunt regulate în a; 


2. Există numerele up E R şi vi E R} astfel ca vi = 0 pentru i Z A(a) şi 
s t 
Vfla)= 5 us Vpr(a) + y vVV;(a); 
k=1 i=1 


3. Dacă definim funcţia ® : D —> R prin O = f — `i] up — Aui viŅ;, iar d2b(a)(h) = 0 
dpn(a)(h) = 0 
dV;(a)(h) = 0 
0), atunci a este punct de minim pentru flu. 


pentru V h Z Ogn care satisface l , k =1,s, i € A, (a) = {i € A(a) | vi > 


DEMONSTRAŢIE: Presupunem că deşi aceste condiţii sunt satisfăcute într-un punct a E€ U, 
a nu este punct de minim pentru f|y. Atunci pentru V S(a,r), 3x € S(a,r) NU astfel încât 


f(x) < f(a). Dacă r = E atunci există un şir (£m) din R” ce verifică proprietăţile £m € U, 


lim £m =a, f(£m) < f(a), cala = 0 şi Yi(£m) > 0, Yk =1,s,Yi=1,t. 


Notând hm = == — a] hm E€ S(0,1), care este mulţime compactă, deci şirul (Am) conţine 
m 


un subşir convergent; există h € S(0,1),h # 0, astfel ca hgm) — h, unde g : N— N este o 
funcţie strict crescătoare. 
Pe de altă parte, din ipoteza 2 a teoremei avem: 


< Vf(a),h >= Su < Vogla), h D 5 Vi < VẸ;(a), h >, 
k=l ie A4 (a) 
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adică î 
= W_updpn(a)(h)+ X. vidbi(a)(h). 
k=1 icA4 (a) 
Deoarece £m E U => Yk(£m) = 0 de unde yla) = 0. 
1 
lim lasd] [pr (m) — prla) — dpr(a) (Em — a)] = 0 > 


zma || — a 


> lim OE 


Jom D =0 = lim drla) (hm) = 0 = dør(a)(h) = 0, 


deci h verifică ecuatia dyx(a)(h) = 0. 
1 


n, lem — all [Vi (2m) m V;(a) = dYila) (Em = a)] = 0 
Notând i 
jeg a] EE — Vita) — aia) Em = a)] = alem), 
dYi(a)(2m — a) + a(£m)||Em — all = Yi(zm) — Vi(a) > 0, (4.51) 


deoarece din £m € U, rezultă Y;(z) > 0 şi, pentru că i € A4 (a), Y;(a) = 0. Astfel din (4.51) 
obţinem: 
[Em — alldbi(a)(hm) + a(zm)] > 0 = dVi(a)(hm) + a(zm) > 0 
şi trecând la limită, rezultă dV,(a)(h) > 0, i€ A(a). 
Presupunem că nu toate dV;(a)(h) = 0 pentru i € Au(a). Cum df(a)(h) = 
5 v;dVi(a)(h), rezultă df(a)(h) > 0. Funcţia f fiind diferenţiabilă în a, avem: 
ieA(a) 


F(&m) = f(a) + df(a)(zm — a) + ||Em — alf(zm) cu lim B(zm) =0, 


f(m) — f(a) = ||Em — allldf (a)(hm) + B(zm)l. 
Cum lim (£m) = 0, 3 nı € N astfel ca YV m > ny df(a)(hm) + (£m) > 0, de unde 
f(£m) > f(a) ceea ce contrazice alegerea şirului (£m). Aşadar, dẸ;(a)(h) = 0. Cum h găsit 
verifică condiţiile h Z Ogn, dpr(a)(h) = 0 şi dẸ;(a)(h) = 0, k = 1,s, i € A (a), obtinem din 
condiţia 3 din ipoteza teoremei dP(a)(h) = 0. 

Formula lui Taylor aplicată funcției ® ne dă 


P(x) = Pa) + db(a)(z — a) + ZPO m)Em — a), (4.52) 


unde rm este cuprins între a şi £m- 
Observăm că P(a) = f(a) şi f(a) = Xa ukdprla) + Xica, (a) vid Vi (a). 
Fără a restrânge generalitatea putem presupune n = 2, a = (xo, yo), r = (£, n). Atunci 
sa (r)(z — zo)? + 20), (r)(z — zo)(y — yo) + ®2(r)(y — wo)? = 
= Pia (a)(z — 20)” + 29(a)(z — zo)(y — yo) + Pa(0)(y — Yo)” + 
Hea — Baa(o)](z — 20) + Aur) — Day(a)l(z — zo)(y — 90) + 
HBipa(r) — Blog — vo)”. 
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Astfel relaţia (4.52) devine 


_ 1 2 Im 4a 2 2 
den) = D(a) + ZPD) (E) lem - al? +n) lem — al, 


cu lim y(£m) = 0. Avem 


Lm 


Plam) = D(a) + liem = al? [ZPO An) + an) 


„n d2%(0)(hm) = d20(a)(h) > 0. Atunci I no € N astfel ca Y m > m, P(x) > (a). Dar 


f(2m) > (£m) > (a) = f(a), ceea ce contravine presupunerii noastre. Astfel, afirmaţia din 
teoremă este adevărată. 


Observaţia 4.12.4 Problemele de marim se tratează în mod analog. 


Exemplu 4.12.2 1. Să se demonstreze următoarea inegalitate: 


e 
n 


ETENE jata] 
- 


zi + ză ++ ză 


Căutăm minimul funcţiei f : R” => R f(£1,£2,..., En) = cu restricția zı + 


n 
T2 +: + Tn = Å. 
Considerăm funcția Lagrange: 
2 2 2 
zi H3 +H etr 
© = f — u(t +22 +: +n — A) = - 2 — u(x +2 +: + En — A). 
PLn d 2 98 
Pa 
2 
y ; un un? 2A ; 
Rezultă deci Zi = A 9 =0>u= eg, prin urmare, 


Pe de altă parte, 
p 2 96 


_ 0 Vizi 
Oz? n’ Oz;0z; i 7 În 


de unde © > 0, deci £i = i este un punct de minim al funcției f, aşadar, 


AA AN n (A 
(cra Ia, RE ie Iad ; ER = = e 


n n 


adică 


2. Să se determine minimul funcției f : R? = R 


flu) = Z(+?) = 2 — 4y 
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—2x —y+7>0 
—z —2y+5>0 
x >0 
y z0 


cu restrictiile: . Considerăm funcția 


1 
D= R 2x — 4y — vı (—2x — y + 7) — va(—z — 2y + 5). 


Dacă există minimul funcției f, acesta verifică următorul sistem de condiții: 


OL -g — 2+ 20 +v 20 
ZE = y-4+ u +w 0 
z>0 y>0 


IO => (a —2+ 2u + v2) = 0 


VOL = yy 4 + 22) =0 


ƏL _ 


ƏL _ 7 
v20 w>0 
vE =u(2z+y-7)=0 


vE = va + 2y -5)=0 


Rezolvând sistemul, găsim printre alte soluții şi soluția: x = 1,y = 2,v1 = 0, v2 1. Atunci 
funcţia ® este ® = f(x? +y?) — 2z — 4y — (oz — 2y + 5). Restricțtia W(x, y) = —x — 2y +5 este 
activă; V f(1,2) = —i — 2j, VY (1,2) = —i — 2j de unde V f (1,2) = VY (1,2). 


dt (1,2)(h) = 0 > dz + 2dy = 0, 


9% 96 

gr : ax? l; 

oğ o? 3 

Oy e Oy2 l, ðzrðy 9 


Atunci dP(1,2) = dz? + dy? = 4dy? + dy? = 5dy? > 0, deoarece dz = —2dy. Am obtinut astfel 
că punctul (1,2) este punct de minim. 
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4.13 Metoda celor mai mici pătrate pentru aproximarea unei 
funcţii 


Presupunem că avem dată o funcţie f : [a,b] — R pentru care cunoaştem anumite valori 
într-un număr finit de puncte, date de următorul tabel: 


£ | Tı T2 AA In 

(e) y y2 ae Sa 
Considerăm funcţia P(x; a1, @2,..., Qp), £ E [a,b], p < n. Dacă aproximăm funcţia f prin O, 
atunci erorile obţinute în punctele z; sunt e; = e;(a1,02,...,0p) = Yi — P(zi;01,02,...,0p). 
Există situaţii când este bine să ştim cât de mult diferă graficul funcţiei f de graficul funcţiei $. 
Metoda celor mai mici pătrate constă în determinarea parametrilor a, a2,..., ap astfel încât 
funcţia E = E(a1,02,...,0p) = X; €2, care se numeşte abaterea medie pătratică, să fie 
minimă. Cea mai întâlnită situaţie este aceea, când $ este o combinaţie liniară de funcţiile 

P1, P2,- --, Pp, adică 2 a1,0,...,0p E R astfel ca 


P(z; ou, Q2, .. -, Qp) = Q191 (£) + a2po(2) + -:: + appp(7). 


Abaterea medie pătratică este 


E= 3) — arpi(z;) — aopa(zi) — -= — appo(2)2. 


Condiţiile necesare de extrem sunt: 


= = asi — anpi(zi) — a2p2(2i) = — appplzi) p(x) = 
i=1 
= 2|) ylzi)ylzi) + a 3 polzijojlz:) + --- + ap) pplri)o (t) 
i=1 i=l. i=1 


n 
-Y wese) zi IS: 
i=l 


Presupunem că acest sistem admite cel puţin o soluţie. Avem 


82E 
Pp = 2 e A 3 (Eo i Jeste) dajday = 
j,k=1 \i=1 
2 


257 De xi)daj | >0, 
j=] j=l 


deci dE este pozitiv definită şi, conform teoremei 4.12.2, orice punct critic al funcţiei E este 
punct de minim. 


Exemplu 4.13.1 Fie funcția f : [o, 3| — R pentru care cunoaştem următoarele valori: 
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a 0 3 
foi -1 1 


Vrem să aprorimăm funcţia f printr-o combinație liniară de pı(x) = sin z, yə(x) = cos z. 
Atunci (x; a1, a2) = au sin x + œz cos x, iar abaterea medie pătratică este 


E 


2 
(1 — a sin 0 — az cos 0)? + (- -aisin T — 9 COS 7) + 


CT TEN 2 
+ (1 - orsin Z — azcos3)) = 
2 
+ (1 — a1)”; 


= (1-a) + 1+ ka) 


ðE 2 
V2 AORT, -— 2(1 — a1) = Bor +a2 — 2+ V2 =0, 


don 2 

ðE 2 

Ja = 2(1 a2) + V2 1+ Va + az) = a +30 — 2 + V2 = 0. 
2 


1_ v2 


Rezolvând acest sistem obținem ai = 02 = D Funcția care aprozimează pe f este ®(x) = 


2 
(3 — v2) (sin x + cosx) cu eroarea pătratică E = CALS 


2. Să se aprorimeze funcţia f : [1,9] — R printr-o dreaptă, dacă cunoaştem anumite valori 
ale funcției f date în următorul tabel: 


z |1 83 
fæ |i 2 


Deci P(x, a, &2) = az + o. Abaterea medie pătratică este E = (1 — a1 — a2)?+ +(2 — 3a1 — 
a2)? + (4 — 4a1 — a2)? + (4 — b6a1 — a2)? + (5 — 8a1 — a2)? + (3 — 9a1 — a2); 


4 6 8 9 
4 4 5 3 


ðE 

=— = 207a +3laə — 114 = 0, 
dou 

E 

—— = 3laz + 6a —19=0 
Oa 


Rezolvând acest sistem obținem au = J a2 = 339 şi deci y = Ọ = A (r +21). 


Presupunem că f; : [a,b] — R este o functie continuă şi ®(x, a1, 02,...,0p),z € [a,b] o fam- 

ilie de funcții reale continue ce aproximează pe f. Rezultă atunci că eroarea pătratică (abaterea 
da EMI b 2 

pătratică) E = |, e“dz, unde e = e(z,a1,02,...,0p) = f(x) — D(z, &1,a2,..., ap) este eroarea 
rea- 
lizată prin aproximare. Vrem să determinăm parametrii &1,@2,...,@p astfel încât abaterea 
pătratică să fie minimă. La fel vom presupune că ® este o combinaţie liniară de funcţiile 
P1; P2,- --; Pp, adică I a1, @2,..., Qp E R astfel ca P(x; a, 02,...,0p) = oapi(2) + a2pa(2) + 
+- + QpPp(2). Abaterea pătratică este 
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Condiţiile necesare de extrem sunt date de următorul sistem: 


oE 


b b 
Ie = ale f pi(a)e;le)de +a | polx)pj(z)dr +--+ 


+a, i sondele A Hoe; E 


Presupunem că acest sistem admite cel puţin o soluţie. Avem 


2 E E p b 
E = aoa 000 =2 5 f pila) out) dajdap = 
j,k=1 4 j,k=1 a 
2 


II 
w 
T= 
Sr 
er 
G 
Rae 
S 
a 
Q 
Q&Q 
aN 
i) 
V 
D 


deci dE este pozitiv definită şi, conform teoremei 4.12.2, orice punct critic al funcţiei E este 
punct de minim. 


Exemplu 4.13.2 1. Fie y = sinz,< E€ o, 3| . Să se aprozimeze această funcție printr-o com- 


binație liniară a funcțiilor pı(x) = 1 şi po(x) = z. 


3 


Avem (z; a1, a2) = au + Qax şi E = S2 [sin z — aa — aoz]2dz, 


ðE 3 3 3 2 
—— 2 cu f dz + aa | zdz- | sin zdz = ra + a -2 =0 
Oa 0 0 0 2 


3E a us z 2 3 
E ca |  zde+oz f adr- | vsingdz Li E a ce Ci 2=0. 
ða 0 0 0 4 12 


Rezolvând sistemul, obţinem a = 467), Q2 = Prs, iar funcția care aprozimează pe y 
este P(x) = a 7) + a Dy 


4.14 Metoda gradientului 


Fie f : A — R o functie de clasă C(A), A = Å cR şi a E€ A. Dacă a nu este un punct 
critic al funcţiei f, atunci cel puţin una dintre derivatele f} (a) 7 0, k = 1,n, adică vectorul 


grad f(a) Z 0. Maximul, respectiv minimul derivatei a Z 0 sunt atinse atunci când s este 
versorul gradientului lui f în a. Avem 


apte) = do) s= (15215) 


şi notând a; = fi,(a), i = Î,n trebuie să determinăm extremele funcţiei g(s) = doo asi cu 
legătura s? + s2 + ---+ s2 = 1. Atunci versorul s este coliniar cu vectorul (a1, @2,..., Qn) = 
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grad f(a). Dacă notăm ga = E atunci s = +ga. 


E E ' (a fa,l0) = : y 2 (a) = 
ds(0) = 2 fO Tad Fa) ” Țezaa ta) EOT 


i=1 
ge A 
min q ® = d fa) grad f(a)|| 


Definiţia 4.14.1 Fie f : A — R o funcție de clasă 
CN A) A = Ă cR şi a € A, grad f(a) 4 0. Se nu- 
meşte traiectorie de gradient pornind din a orice funcție 
g: I — A, g € CLU), unde I este un interval astfel 
încât 0 € 1, g(0) = a, g'(t) = gradf(g(t)), Yt ET. 


grad Ag()) 


g 


gÀ) 
a 
A 
Considerăm g =  (91,92,..::;9n) o traiectorie de 
gradient şi h : I > R k(t) = flt) = 
Flat), ga2(d),...,9n(t)), YET. 
Atunci h € C! (I) şi 


Figura 4.12: 


W(t) = foal) H fon lOl) lE), 
G) = (AE). -s Ialt) = (Fo OE): -o Fon (OC) 
h(t) = falt) H faa (90) = I grad FOEI? 20. 


Aşadar funcția h este monoton crescătoare, adică valorile lui f cresc în lungul oricărei traiectorii 
de gradient şi descresc în cazul când g'(0) = — grad f (a). 


Teorema 4.14.1 Presupunem intervalul I de forma I =  (to,) şi că există limita 
lim;—oo g(t) =b € A. Atunci b este un punct critic al funcţiei f. 


DEMONSTRAŢIE: Presupunem că b nu este punct critic al funcţiei f, adică grad f(b) 70. 

Fie h: I — R h(t) = f(g(t)), Yt € I,h e CI(I). Avem lim h(t) = lim f (g(t)) = f) 
şi P'(t) = || grad f(g(t))||?. Deoarece f € C!(A), rezultă că grad f € C?(A), prin urmare, 3 m > 
O şi V € V, astfel încât || grad f(£)||2 > m, V x € V. 

Alegem punctul tı € I astfel ca g(t) € A, V t > tı şi avem 


t 
f h'(t)dt = h(t) — hti). (4.53) 
ti 
Pe de altă parte 
t t t 
f Mi= f | rad f(a() dt > T P 20) (4.54) 
ti ti ti 
Din relaţiile (4.53) şi (4.54) se obţine h(t) > h(t1)+m?(t— tı), de unde rezultă lim A(t) = oo 
ceea ce contrazice faptul că lim h(t) = f(b). 


118 4. Diferenţiabilitate 


Observaţia 4.14.1 1. Dacă funcţia f este de clasă C?(A) şi b€ A este un punct de marim 
pentru f, atunci există V e V, astfel încât orice traiectorie de gradient care trece printr-un 
punct din V converge către b. 


2. Fie xo E€ A un punct fizat şi construim un şir de puncte din A, (x), astfel: zi = zo — 
&ı grad f (100) En = Da — Op grad f (£n-1),.-., £ — D. 


Exemplu 4.14.1 Utilizând metoda gradientului să se determine minimul funcţiei f(x,y) = z?+ 
y? — 2r +4y +5. Observăm că f(x,y) = (x — 1)? + (y + 2)?, astfel că punctul de minim este x = 
1,y = —2, iar min f = 0. Alegem punctul inițial xı = 2, yı = 4; grad f(x,y) = 2(x—iji+2(y+2)j, 
grad (2,4) = 2i + 12j # 0. Punem z2 = zi — o1 f(x,y) = 2 — 201, y2 = yı — a1 fy (21, y1) = 
4(1 — 301); f(x£2,Y2) = 37(1 — 201)? are un punct de minim au = x Rezultă t2 = 1, y2 = —2 
şi deoarece grad f(1,—2) = 0, punctul (1, —2) este punct critic al funcției f. Pe de altă parte 
Ê f(1,—2) = 2(dz? + dy?) > 0, deci (1, —2) este punct de minim. 


Capitolul 5 


Serii numerice 


5.1 Serii numerice 


Există cazuri când unui şir (an) de numere i se poate atribui o sumă. Pornind de la noţiunile 
de şiruri, şiruri convergente, operaţii cu şiruri, etc. ne punem problema extinderii acestor noţiuni 
în cazul sumelor unor mulţimi infinite. 

Pe teoria seriilor se bazează diverse metode numerice, de exemplu construirea tabelelor de 
logaritmi şi de funcţii trigonometrice, precum şi calculul anumitor constante importante ca e şi 
T. 


Definiţia 5.1.1 Fie (an) un şir de numere reale. Perechea de şiruri ((an),(Sn)), unde Sn = 
Yu x se numeşte serie de termen general an. 
Dacă ((an), (Sn)) este o serie de termen general an, atunci vom nota această pereche prin 


Sonen an sau Jono an sau X p> n: 


Şirul (sn) definit mai sus se numeşte şirul sumelor parțiale asociat şirului (an). 


Observaţia 5.1.1 


l. So = ao 
Sı = Q@Qo+aı 
S2 = Q0o+a4đaı+az 
Sn = Qo+ai+a2+::: + an 


2. O serie X ney an este bine determinată de şirul sumelor parțiale asociat; astfel, studiul 
seriei se reduce la studiul șirului (sn). Într-adevăr, dacă se consideră un şir putem forma o serie 
X nen dn ale cărei sume parțiale să fie (sn) în felul următor: 


40 = so 

a1 = S1 — sọ 
da = S2— S1 
ün = Sn Sn-1 
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Definiţia 5.1.2 Seria de numere reale X` peyan se numeşte convergentă dacă şirul sumelor 
parţiale (sn) este convergent. În acest caz, numărul s = limpn_soo Sn se numeşte suma seriei 
şi se notează s = Yen în- 

Dacă şirul (sn) al sumelor parţiale nu are limită sau are limita infinită, atunci seria X` ney an 
se numeşte divergentă. 


Observaţia 5.1.2 1. În caz de convergenţă a seriei > „en an, avem: 
n 
s= lim sp, = lim J än J an- 
n— o0 n— oo 
k=0 nEN 


2. Dacă şirul (sn) al sumelor parțiale nu are limită atunci spunem că seria X ney am este 
oscilantă. 


Exemplu 5.1.1 7. Seria Dai ai) este convergentă şi are suma egală cu 1, deoarece: 
n n 
1 1 1 1 
i d FI) XC =) n+l 


2. Seria X n>1 (vn +1— vn) este divergentă, fiindcă: 


n 


sn = (vk+1-vk)=vnłl-1> o. 


k=1 


3. Seria X` „>1(—1)°7! este oscilantă, deoarece: 


n 

1, dacă n impar ; ; Zrt 

Bu = > (ITI = i E p , iar lim sn nu există. 
z 0, dacă n par n 


Definiţia 5.1.3 Prin natura unei serii X „en an se înțelege proprietatea ei de a fi convergentă 
sau divergentă. 


Observaţia 5.1.3 Fie seria Yen an. 


1. Dacă se schimbă ordinea unui număr finit de termeni ai seriei se obţine o nouă serie, care 
are aceeaşi natură cu seria inițială. In caz de convergenţă, suma seriei obţinute coincide 
cu suma seriei inițiale. 


Dacă se schimbă ordinea unui număr infinit de termeni ai seriei, afirmaţia precedentă nu 
este, în general, valabilă. 


2. Dacă adăugăm sau suprimăm un număr finit de termeni la o serie dată, atunci seria 
obținută are aceeaşi natură cu seria iniţială. În caz de convergenţă, suma seriei obținute 
va fi egală cu suma seriei date la care se adună sau scade suma termenilor adăugaţi sau 
suprimaţi. 

Într-adevăr, dacă 09, a1,...,p sunt termeni suprimaţi, atunci seria obţinută are sumele 
parțiale tn = Sn — Sp, n > p+ 1, unde sn sunt sumele parțiale asociate seriei date. Şirul 
(tn) este convergent > şirul (sn) este convergent. 
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3. Considerăm seria bn construită astfel: se aranjează toţi termenii seriei an în 
nEN nEN 
grupe, în fiecare grupă aflându-se un număr finit de termeni consecutivi şi se efectuează 
suma termenilor în fiecare grupă. Seria X nen bn este seria acestor sume. 


Dacă seria $` eyn n este convergentă, atunci şi seria X „ey bn este convergentă. Dacă seria 
X men dn este divergentă, dar nu oscilantă, atunci la fel este şi seria >_„en bn. Dacă seria 
X nen dn este oscilantă, atunci nu rezultă neapărat că seria X nen bn este şi ea oscilantă. De 
exemplu, seria X` „>1(—1)”+! este oscilantă, dar seria Yi bn, unde bn = an + an+i = 0, 
Yn > 1 este convergentă şi are suma 0. i 


Teorema 5.1.1 Seria DEN q”, q E R este convergentă şi are suma rii dacă |q| < 1 şi este 
divergentă dacă |q| > 1. 


DEMONSTRAŢIE: 
{= q+! 


n 
narge Togo dacă ar 
120 n+ 1, dacă q=1 


Şirul sn este convergent  |q| < 1, în care caz liMn>oo Sn = rii reprezintă suma seriei. 


Definiţia 5.1.4 Seria X „en d”, q ER se numeşte seria geometrică de raţie q. 


5.2 Proprietăţi ale seriilor numerice şi ale sumelor parţiale 


Observaţia 5.2.1 Dacă seria Y „en m este convergentă, atunci şirul (sn) al sumelor parţiale 
este mărginat. 


DEMONSTRAŢIE: Seria > „en dn este convergentă + girul (sn) al sumelor parţiale este con- 
vergent => şirul (sn) este mărginit. 


Observaţia 5.2.2 Reciproca observaţiei 5.2.1 este, în general, falsă după cum se observă din 
următorul exemplu; seria fa e deşi are şirul sumelor parțiale 1, 0, 1, 0... mărginit 
este divergentă. 


Teorema 5.2.1 Criteriul necesar de convergenţă 


1. Dacă seria Ý ney an este convergentă, atunci an — 0; 


2. Dacă an PO, atunci seria Y „en an este divergentă. 


neN 


DEMONSTRAŢIE: 1. X pen dn convergentă = şirul (sn) al sumelor parţiale convergent, Sn — 
s, s E R; an = Sn+1 — Sn —0. 
2. Rezultă din 1. şi din (p > q) o (~q > =p). 


Observaţia 5.2.3 Reciproca afirmației 1 a teoremei 5.2.1 este, în general, falsă. Considerând 
seria armonică Ž nsi mo sirul an = 2 — 0. Aranjăm termenii seriei în grupe finite astfel: 


i _ El die z EE S e aude 
n 2) A E e să 5 6 7 8 


n>l 
Za e da „tic dud dia Sasa 
2n=1 41 20142 7700 AN, 


+ 
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1 Init 1 1 1 
Sa = (nr) (gr EE 
PERU, INSA e sl 1 n 
ai: dadea bac a o o să d a 
O 


n ori 


deci şirul (sən) are limita oo. Şirul (sn) nu poate fi convergent, deoarece conţine subşirul divergent 


(s2n). Prin urmare, deşi an = și; — 0, seria >> pi este divergentă. 


Teorema 5.2.2 Dacă seriile > en an $i). bn sunt convergente, având sumele s respectiv t, 


atunci: 


nEeN 


1. Seriile Y_„en(an + bn) sunt convergente şi au sumele s + t; 


2. Seria X pen An, A ER, este convergentă şi are sumele as. 


DEMONSTRAŢIE: 1. Fie (sn), (tn) respectiv (un) şirurile sumelor parţiale asociate seriilor 
en an: men bn respectiv X penlan + bn). 


n n n 
Up = X (ak + bx) =X a+) b = Sn FE tn 
k=0 k=0 k=0 

lim un = lim (sn +tn)=s+t, 

N—OO N—OO 
deci seria 3_„en(an-+bn) este convergentă şi are suma s+t. Analog se arată că seria 3 „en(an —bn) 
este convergentă şi are suma s — t. 

2. Dacă (vn) este şirul sumelor parţiale asociat seriei ) pen A an, atunci 


n n 
= N aa =ay ak = Q Sn, 
k=0 k=0 


lim vn = lim asn =Q lim sp = Qs. 
N—OO n—> oo N—OO 


Aşadar, seria ) pen &an este convergentă şi are suma a s. 


Observaţia 5.2.4 1. Dacă seria X` penlan + bn), respectiv X` penlan — bn) este convergentă nu 
rezultă că seriile X nen an Şi >_men bn sunt convergente. Pentru exemplificare considerăm seriile 
Sao Im şi X >1(—1)”2” care sunt divergente, dar seria Xa 2” |(— 1" + (—1)7] = 
X n>10 este convergentă. 

2. Dacă seriile X en an Si X nen bn sunt divergente având sumele +00 sau —00, atunci când 
au sens s+t, as teorema 5.2.2 rămâne valabilă şi în aceste situaţii. Dacă s +t nu are sens 
natura seriei >_„en(an + bn) poate fi oricum. 

De exemplu seriile Xp n şi -2 -1 -4 -3 -6 - ... sunt divergente, iar seria suma Ya (— 1)” 
este oscilantă. E ui 
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5.3 Criterii de convergenţă pentru serii cu termeni oarecare 


Atunci când studiem o serie de numere ne interesează două aspecte şi anume: natura seriei, 
iar în caz de convergenţă suma ei. 

Deseori este greu de aflat suma unei serii convergente, aşa că de cele mai multe ori ne rezumăm 
la aflarea naturii ei. Pentru a găsi suma, aproximativă a unei serii convergente adunăm un număr 
suficient, de mare de termeni ai săi pentru a aproxima suma seriei cu o eroare oricât de mică. 

Cele mai importante sunt criteriile necesare şi suficiente care stabilesc convergenţa, sau diver- 
genta seriei. 

În cele ce urmează stabilim criterii necesare, criterii suficiente şi criterii necesare şi suficiente 
de convergenţă pentru seriile cu termeni oarecare. 


Teorema 5.3.1 Criteriul general de convergență al lui Cauchy 
O serie de numere reale X` enan este convergentă < V e > 0, 3 n(e) e N astfel încât 
Vn > n(e) şi Vp> 1 să avem 


lana + an+2 +::: + an+pl < €. (5.1) 


DEMONSTRAŢIE: Dacă sn = J p-o ax este şirul sumelor parţiale asociat seriei, atunci seria 
X nen dn este convergentă + girul (sn) este convergent + (conform teoremei 2.4.7) şirul (sn) este 
şir fundamental & ve > 0, 3n(e) € N astfel încât Y n > n(e) şi V p > 1 avem |Sn4p— sn] < E. 
Însă 


n+p n 
Sn+p — Sn = > ük — > ak = On F an2 ki: F anp- 
k=0 k=0 


Observaţia 5.3.1 Condiţia (5.1) se numeşte condiția Cauchy pentru serii. 


Exemplu 5.3.1 Seria armonică generalizată PD A este divergentă pentru a < 1. Dacă 
a < 0, atunci + P 0 şi conform teoremei 5.2.1 seria este divergentă. Fie acum 0 <a < 1, 


e = l şi alegem n (1) = N din teorema 5.3.1, p= N şin = N. Atunci: 


1 1 1 
Ap t an+2 +`: F an+p = (N +1) H Nazat t ON” 
N N 1 
> > = 


(2N) “2N X 


aşadar nu putem avea ani +an+2+:::+an+p < I, deci seria pi A este divergentă şi pentru 
0<a<l. 

Definiţia 5.3.1 Fie $ nen dn 0 serie de numere. Se numeşte restul seriei X ey an suma seriei 
(dacă există) X p>1 an+p şi se notează Rn = >_p>1 an+p- 


nEN 


Teorema 5.3.2 O serie de numere reale X` cyan este convergentă < şirul (Rn) al resturilor 


seriei este un şir convergent către zero. 


nEN 
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DEMONSTRAŢIE: Seria 3_„eN dn este convergentă <4 (conform teoremei 5.3.1) V e > 0, 
J n(e) e N astfel încât Y n > n(e) şi V p > 1 |anri + an+2 +t + anp <eSYp> 
1 (24 an+k) >00 n= oS Rr>0. 


Teorema 5.3.3 Criteriul Abel (1802 - 1829) - Dirichlet (1805 - 1859) 

Dacă seria X ney an este o serie de numere astfel încât şirul sumelor parțiale asociat este 
mărginit, iar (bn) este un şir de numere monoton descrescător, bn — 0, atunci seria Sonen anbn 
este convergentă. 


DEMONSTRAȚIE: Pentru orice p > 1 avem: 


|an+1bn+1 + an+2bn+2 ++: + antpbn+p| = [bn+1(Sn+1 — Sn) + 

F bn+2(Sn+2 = Sn+1) Site bn+p(Sn+p — Sn+p 1)| = 

= | — bn+1Sn + Sn+1(bn+1 — bn+2) + Sn+2(bn+2 — bn+3) +-+- + (5.2) 
+ Sn+p—1(bn+p—1 — bn+p) + bn+pSn+p| < bn+ilsn| + (bn+1 — bn+2)lSn+1| + 

+ (bn+2 z bn+3)|Sn+2l apei ale (bn+p-1 z bn+p)|Sn+p 1| dr bn+p|Sn H pl 


Deoarece girul (sn) este mărginit = 3 M > 0 astfel încât |sn| < M, V n € N. Atunci 
inegalitate (5.2) devine: 


|an+1bn+1 + an+2bn+2 + ::: + an+pbn+pl < M(bn+1 + bai — bn+2+ 
(5.3) 


+bn+2 — bn+3 + ::: + bn+p 1 — bn+p + bn+p) = 2 M bai 


Întrucât bn — 0 avem Ve > 0, In(e) € N astfel încât bn < TIT” Vn > n(e) şi atunci din (5.3) 
rezultă, 


|[an+ibn+1 + an+2bn+2 + ::: + an+pbn+pl <E. 
Prin urmare, verificându-se condiţia Cauchy pentru seria „en nbn obtinem convergenta aces- 
teia. 


NT 
este convergentă. Într-adevăr, avem 


COS 
Exemplu 5.3.2 Seria X n>1 ~ 


sin 1 
m = Doi Aa Thati de YVn>l 


şi [sn] ss -ły Vn > 1, iar bn = i converge descrescător către zero. 
na 


5.4 Serii alternate 


Se numeşte serie alternată o serie pentru care produsul a doi termeni consecutivi este negativ, 
adică o serie de numere reale de forma X en(—1)”an sau P penl 1)” an, unde an > 0,vneN. 


Teorema 5.4.1 Leibniz (1646 - 1716) 
Dacă într-o serie alternată >_„en(—1)"bn şirul bn converge monoton descrescător către zero, 
bn N 0, atunci seria alternată este convergentă. 


DEMONSTRAŢIE: Aplicăm teorema 5.3.3 pentru an = (—1)” şi bn din enunţ. Şirul sumelor 
parțiale asociat seriei J ney an, (Sn) este mărginit, deoarece sn € (0,1), Y n > 0. 
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Exemplu 5.4.1 Seria armonică generalizată alternată Saal" da este convergentă pentru 


a > 0, deoarece atunci A NO. 


In continuare ne propunem să aproximăm suma unei serii alternate. 


Teorema 5.4.2 Dacă într-o serie alternată X „>1(—1)” "lan în care şirul (an) converge monoton 
descrescător către zero, înlocuim suma s a seriei cu suma parţială sn a unui număr finit n de 
termeni, obținem o eroare mai mică decât primul termen neglijat anu. Eroarea este prin lipsă 
dacă n este par, şi prin adaos dacă n este impar. 


DEMONSTRAŢIE: S2n+1 = S2n-1 = (azn = a2n+1) < S2n—1 
San = San-2 + (a2n—1 — a2n) > S2n—2 
Aşadar, şirul sumelor parțiale impare (Sən—-1) este descrescător, iar şirul sumelor parțiale 
pare (52) este crescător, amândouă fiind convergente, deoarece sunt subşiruri ale şirului sumelor 
parţiale (sn), care este convergent. Avem 


S2 < S4 L'e [L Sm Co: CSC: < Soni SC: < S3 < S1 


O < S2n+1 — S2n = A2n+1 ®© S — S2n < Qon+l, 


O < S2n+1 — S2n4+2 = A2n+2 => S2n+1 — S < A2n+2, 


adică 
0 < (—1)”(s — sn) < an1, YnÈ1. 


Prin urmare, aproximând suma s a seriei cu suma parțială s, eroarea absolută este cel mult 
egală cu an+1- 


1 


Exemplu 5.4.2 Considerăm seria Anno căreia îi vom calcula suma cu aprozimaţie 
mai mică decât 102. Alegem n > 1 minim astfel ca an < T, adică aF D? < TA Obtinem 


n=4şis=s4=-1+ $- A + g = -443 ~ —0,896412 


5.5 Serii absolut convergente 


Definiţia 5.5.1 O serie de numere reale Y_„en an se numeşte absolut convergentă dacă seria 
modulelor X` ey an| este convergentă. 

O serie de numere reale X` en an care este convergentă, dar pentru care seria modulelor nu 
este convergentă se numeşte semiconvergentă. 


Teorema 5.5.1 Orice serie de numere absolut convergentă este convergentă. 


DEMONSTRAŢIE: Fie seria „ey dn absolut convergentă. Atunci seria modulelor fiind con- 
vergentă, are loc condiţia Cauchy pentru aceasta, adică: Ve > 0, Jn(e) € N, astfel încât 
Yn>n(e)şivp>1 anni] |an+2| +::: + lan+p| < £. Dar |an+1 + an+2 +: + an+pl < 
ani] + lan+2| + ::- + lanşp| < £, Y n > n(e) şi V p > 1. Aşadar, se verifică condiţia Cauchy 
pentru seria >. an; rezultă că seria 5. an este convergentă. 


neN neN 


Observaţia 5.5.1 7. Seriile cu termeni numere reale pozitive, convergente sunt absolut conver- 
gente. 

2. Reciproca teoremei 5.5.1 nu este, în general, valabilă, după cum se va observa din urmă- 
torul exemplu. 
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Exemplu 5.5.1 1. Seria Saal" d pentru a > 1 este absolut convergentă. 
2. Seria EnC D"A pentru O <a < 1 este semiconvergentă, deoarece seria modulelor 
este seria armonică generalizată, care este divergentă dacă a < 1. 


Una dintre proprietățile remarcabile ale seriilor de numere absolut convergente este cea refer- 
itoare la schimbarea ordinii termenilor. 


Teorema 5.5.2 Dirichlet (1805 - 1859) 
Dacă într-o serie absolut convergentă se schimbă ordinea termenilor obținem tot o serie ab- 
solut convergentă şi cu aceeaşi sumă. 


DEMONSTRAŢIE: Fie „ey dn 0 serie absolut convergentă cu suma s. Considerăm o : N — N 
o aplicaţie bijectivă (permutare a mulțimii numerelor naturale) şi J nen Go(n) seria obţinută din 
seria „eyn dn prin permutarea termenilor săi. 

Notăm cu (51), respectiv (sh) şirurile sumelor parțiale asociate seriilor Y_„en dn, respectiv 
Sonen do(n). Dacă e > 0, deoarece seria „en an este absolut convergentă, există N = n(e) € N 
astfel încât să avem |s — sy| < 5 şi 


E 4 
|aN+p| + laN+p+i| +: + lantal < 5 Vp>1 i Yq>p. 


Alegem un număr natural N, = nı(N) € N astfel încât Y m > Mı sl, să conţină ter- 
menii a1,a2,...,ay. Pe lângă aceşti termeni s', va conține şi alți termeni pe care-i notăm 
ON» @N+k2; -< ©, @N+km: Avem 


E 
anu + AN+ko Ttt FN S lana + lana] +e + ON < z Ym > N, 


adică |s',, — sn] < 5 , Ym. > N. 
Pentru orice m > N, obţinem 


e € 

1 f f 

|s — sm] = |s — sN + sN — Sml < |s — sn] + |sm — sn] < JEE 

astfel limp—oo s4 = s, deci seria Sonen Qo(n) este convergentă şi are aceeaşi sumă s ca şi seria 


Donen an. 
În continuare se aplică acelaşi raționament pentru seriile X pen lan] si X nen dot): 


Observaţia 5.5.2 1. Seriile absolut convergente au o proprietate asemănătoare cu aceea a sumei 
unei mulţimi finite, şi anume comutativitatea. 

2. Pentru a efectua suma elementelor unei mulțimi infinite de numere (dacă există), nu are 
importantă ordinea în care le adunăm. 

3. Pentru seriile numerice semiconvergente această proprietate nu se menţine. 


Teorema 5.5.3 Riemann (1826 - 1866) 

Dacă XneN an este o serie de numere reale semiconvergentă, atunci printr-o permutare a 
termenilor putem obține: 

a) o serie convergentă cu suma un număr arbitrar dat; 

b) o serie divergentă; 

c) o serie oscilantă. 
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; i n fi iconv ă zultă că i 
DEMONSTRAŢIE: a) Seria J penan fiind semiconvergentă, rezultă că seria modulelor 
X nen län] este divergentă. 
x E n „aci n : ru stu y E 

Notăm sn = Xp k, On = J g] |axl, cu un suma termenilor pozitivi care se află printre 
primii n termeni ai şirului (an), şi cu —Un suma termenilor negativi care se află printre primii n 
termeni ai şirului (an), Y n > 1. 

A = Kop = Yn >21. Atunci up = în On şi u = in yn >1 

vem Sn = Un — Un ŞI On = Un +Un, V N > 1. Atunci Un = RE şi Wn = hp, Vn 21. 

Deoarece lim Cn = o, seriile formate cu termenii pozitivi, respectiv cu termenii negativi ai 
seriei J pen dn au sumele œo, respectiv —o0. 

Fie a € R un număr dat. Vom construi printr-o schimbare a ordinii termenilor seriei Ye an 
o serie convergentă cu suma œ. Pentru aceasta, luăm în ordinea în care apar în seria >_„eN dn 
cel mai mic număr de termeni pozitivi a căror sumă este mai mare decât a. După aceea vom 

î inea î î i m i mi ă i ivi încâ 
lua în ordinea în care apar în seria >_„en dm cel mai mic număr de termeni negativi astfel încât 
suma termenilor consideraţi de la început să fie mai mică decât a. Continuând acest procedeu 
aranjăm toţi termenii seriei 3_„eN an într-o altă ordine. 

Dacă A, sunt sumele parţiale ale seriei construite şi după primele n operaţii avem m, termeni 
pozitivi şi negativi luaţi, atunci: 


A >q, A3>0,..., Am, >Q, dacăn este impar şi 
Ap <a, A4<a,..., Am, <a, dacăn este par. 


Dacă n este impar, cum Mnp este cel mai mic număr de termeni luaţi astfel încât A, > a, 
atunci 0 < Am, — am, Sa, de unde 0 < Am, —a Sam. Dacă n este par, în mod analog avem 
Am, — am, > 0, de unde 0 < a — Am, < ~am, . 

Prin urmare, obținem: 


la — Am,| Slam],  YnÈ1. (5.4) 


Deoarece seria Y_„eN an este convergentă, an — 0, deci am, — 0 când n — œœ. Din (5.4) rezultă 
CĂ Am, ` Q, n —> œ. 

După modul de construcție a noii serii se observă, că orice sumă Ax este situată între două 
sume Am, consecutive, una de ordin par, iar cealaltă de ordin impar: 


Amon < Ak < Amanas 
ŞI, cum Ámon) Amon > Q, N —> œ, şirul (An) are limita a. 

b) Procedăm în mod analog ca la punctul a. Alegem un număr de termeni pozitivi astfel 
încât suma lor să fie mai mare decât 1, apoi adăugăm un termen negativ. Alegem în continuare 
un număr de termeni pozitivi astfel încât suma tuturor termenilor aleşi să fie mai mare decât 2, 
apoi adăugăm un termen negativ. Continuând procedeul, la al n-lea pas, adăugăm un număr de 
termeni pozitivi astfel ca suma tuturor termenilor aleşi să fie mai mare decât n şi apoi adăugăm 
un termen negativ. Seria astfel construită, este divergentă. 

c) Acum vom construi o serie oscilantă pornind de la seria ` ey dn. Alegem un număr de 
termeni pozitivi având suma mai mare decât 1 şi adăugăm un număr de termeni negativi, astfel 
ca suma tuturor termenilor aleşi să fie mai mică decât 0. În continuare, adăugăm un număr de 
termeni astfel ca suma tuturor termenilor aleşi să fie mai mare decât 1, ş.a.m.d. Sumele obţinute 
formează un şir care nu are limită. Prin urmare, nici şirul sumelor parţiale al seriei nu are limită 
şi seria astfel construită este oscilantă. 
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5.6 Serii cu termeni pozitivi 


Definiţia 5.6.1 O serie de numere J` ey am se numeşte serie cu termeni 
pozitivi dacă există un rang începând de la care toţi termenii seriei sunt strict pozitivi, adică 
IN e N astfel încât an > 0, V n >N. 


Observaţia 5.6.1 1. Deoarece obiectul studiului nostru la seriile cu termeni pozitivi îl constituie 
natura acestora şi, cum prin suprimarea unui număr finit de termeni ai unei serii nu se modifică 
natura ei (ci doar suma în caz de convergență), vom considera serii în care toți termenii sunt 
strict pozitivi. 

2. Criteriile pe care le vom enunta pentru seriile cu termeni pozitivi constituie criterii de 
absolut convergență pentru serii cu termeni oarecare. 


Teorema 5.6.1 Criteriul monotoniei 
Dacă şirul sumelor parțiale (sn) asociat unei serii cu termeni pozitivi X „eyn an este mărginit, 
atunci seria ney an este convergentă. 


DEMONSTRAŢIE: irul (sn) este strict crescător, deoarece 
Sn+1 = Sn tanti > Sn, (ani >0), YnEeN, 


şi, cum din ipoteză (sn) este mărginit, atunci (Sn) este convergent, deci seria J) pey dn este 
convergentă. 


Observaţia 5.6.2 Dacă şirul sumelor parțiale asociat unei serii cu termeni pozitivi este 
nemărginit, atunci seria este divergentă. 


Exemplu 5.6.1 Pentru a > 1 seria Riemann > A este convergentă. Scriem şirul sumelor 


parţiale (sn) sub forma: 


1 1 1 1 1 1 1 
moi = ay H + + + H aprene 


neN 


+ : + . ar H : < 
9(n—1)a (20-1) + Ti j (27 = je 
T” e a DD 
< la ` 9a ` 92a ap Rea o(n-Da 
E 1 1 l 1 pi 
= lepra a Raae 
n3 1 za Da) < 1 p 1 
1 = 1 "m 1 2e 


„irul sumelor parțiale fiind mărginit conform teoremei 5.6.1, rezultă că seria Riemann 
Ami pia este convergentă pentru a > 1. 


Teorema 5.6.2 Criteriul de comparaţie cu inegalităţi I 

Considerăm seriile cu termeni pozitivi X` „eyn an, >_men bn Şi presupunem că există un număr 
natural N € N astfel încât an < bn, Y n> N. 

1. Dacă seria X` ey bn este convergentă, atunci seria X` ey an este convergentă. 

2. Dacă seria Ý ney an este divergentă, atunci seria X pey bn este divergentă. 
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DEMONSTRAŢIE: 1. Putem presupune că an < bn, V n e N, după ce în prealabil am modificat 


primii N — 1 termeni (neschimbând în felul acesta natura seriilor). 
Fie (sn), respectiv (tn) şirurile sumelor parţiale asociate seriilor Yen an; respectiv J pen bn- 


E a , Yn>1 (5.5) 
k=1 k=1 


Dacă seria „en bn este convergentă, atunci şirul (tn) este mărginit. Din (5.5) rezultă că şi şirul 
(sn) este mărginit şi, conform criteriului monotoniei, obţinem seria „en dn convergentă. 
2. (p > q) & q > =p). 


Exemplu 5.6.2 1. Seria si PV E, este convergentă, deoarece PV TE < 4, Yn>l, 


iar seria >> 1 este convergentă (seria armonică pentru a = 2.) 
Lei 


2. Seria Xp TR este divergentă, deoarece 1 < TR Vn > 2, iar seria armonică 


Soul este divergentă. 
Observaţia 5.6.3 Fie  meN an, Sonen bn două serii cu termeni pozitivi. 


Dacă IN e N astfel încât an < bn, V n > N, iar seria X nen an este convergentă (sau seria 
X nen bn este divergentă), nu putem spune nimic, în general, despre natura celeilalte serii. 


Teorema 5.6.3 Considerăm Sonen an şi Sonen bn două serii cu termeni pozitivi. 


SETERS An ; $ G 3 : 
1. Dacă limn—>oo pe < o şi seria Ý nen bn este convergentă, atunci seria > an este con- 


nEN 
vergentă. 


a . a a i N F P 
2. Dacă 0 < lim oo pe şi seria X nen dm este convergentă, atunci seria Ù ney bn este con- 
vergentă. 


Y : a CT a, E i ig k $ ğ 
3. Dacă 0 < limpo. < limno pe < œ atunci cele două serii au aceiaşi natură. 
n n 


DEMONSTRAŢIE: 1. Fie l = limp—oo p <o şil <a < oo un număr fixat. Din teorema 
n 


2.5.2 rezultă că IN e N astfel încât pe <a, Vn >È N, decian < abn, Vn > N. Conform 
n 
teoremei 5.6.2 obţinem cerința punctului 1. 
2. Fieb = lit pe pe > 0şi0 <a <lun număr fixat. Din teorema 2.5.2 rezultă că IN e N 
n 


astfel încât ia > a, Vn > N, deci b, < Tig Conform teoremei 5.6.2 obtinem cerința punctului 
n 
2. 
3. Rezultă din 1 şi 2. 


Corolarul 5.6.1 Considerăm că X penan şi > 


y TE r á x 
presupunem că există limita liMn—oo = l în R. 
n 


neN bn sunt două serii cu termeni pozitivi şi 


1. Dacă | = 0 şi seria X nen bn este convergentă, atunci seria X ney an este convergentă. 
2. Dacă l = œ şi seria > rex bn este divergentă, atunci seria X „eyn am este divergentă. 


3. Dacă 0 < l < œ, atunci cele două serii au aceeaşi natură. 
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1 sin a 
Exemplu 5.6.3 1. Seria ” „>; sin =z este convergentă, deoarece limp—o —Ţ = 1, iar seria 
uită N Pina 
1 di 
> = este convergentă. 
Zin 


1 
2. Seria X p> E este divergentă, deoarece lim EL = 00 şi seria >> 1 este 
l > 
divergentă. 
1 
3. Seria >> 4 este convergentă, deoarece liMn—=oo nl = 0 şi seria >> $ este conver- 
2 
n 


gentă. 


Teorema 5.6.4 Criteriul de comparaţie cu inegalităţi II 
Considerăm J` nen an Şi >_nen bn două serii cu termeni pozitivi şi presupunem că există un 
număr natural N e N astfel încât 


an+ o bn+1 Vn>N 
an Toby Zi si 


1. Dacă seria X` „en bn este convergentă, atunci seria X „eyn dm este convergentă. 


2. Dacă seria X` „eyn an este divergentă, atunci seria ney bn este divergentă. 


SIP 


DEMONSTRAŢIE: Din Sal < w Yn > N obținem o <n Yn>N. Pentru 
n 


orice p > 1 avem: 
aN+p < Q@N+p—1 Z aN 


bN+p  bN+4p-1 ` 


aN+p S Q&bN+p, unde a = p > 0. Cum an < abn, V n > N aplicând teorema 5.6.2 seriilor 


Sonen an Și Jonen &bn demonstraţia teoremei este încheiată. 


Exemplu 5.6.4 Seria J n>1 HA este divergentă. Deoarece pentru orice n > le < 
n+l i 
(1 F 1) avem: 


eo y 
(+2) n+1 i? 
1 


| | R ; ania As n 
iar seria a este divergentă, conform teoremei 5.6.4, rezultă că seria este > „> (2) a 
divergentă. 


Teorema 5.6.5 Criteriul de condensare al lui Cauchy 
Dacă X` en an este o serie cu termeni pozitivi pentru care şirul termenilor (an) este monoton 
i PI : i : ki 
descrescător, atunci seria È ney an are aceeaşi natură cu seria X pey 2"a2n. 
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DEMONSTRAŢIE: Fie k € N, 2* < n < 25tl — 1 şi notăm op = pai 2ia5; şirul sumelor 
parţiale asociat seriei ) „en 2" aan. 

Presupunem seria J „ey dn convergentă. Atunci şirul sumelor parţiale asociat acestei serii, 
(Sn), este mărginit. Avem 


Sn = a taz +t: +an > 
(a1 + a2) + (a3 + a4) +: + (aok-141 + aok-143 Fi: + aok) > 


IV 


1 2 k 1 
> z% + 2a2 + 2 ao2 +- + 2a) = 77k 
deoarece şirul termenilor (an) este monoton descrescător. Deci op < 2sn, Yk EN gi V Æ<n< 
2F+1 —1. Rezultă că şirul (07) este mărginit şi, conform criteriului monotoniei, seria X nen 2” aon 
este convergentă. 
Presupunând seria Yen 2"aon convergentă, rezultă că girul (07) este mărginit. Avem 


Sn = ata: +: +an < 
< a+ (a2 + a3) + (a4 + a5 + as + a7) +: + (aok tao ti: tao 1) 
< a+ 2a + ape +- + Dam = Ok, 


deoarece şirul (an) este monoton descrescător. Aşadar Sn < op, V k E N şi 
y2 <n <2 _], 

Rezultă astfel că şirul (sn) este mărginit şi, conform criteriului monotoniei, seria „N dn 
este convergentă. 


Exemplu 5.6.5 1. Aplicăm teorema 5.6.5 seriei >> A, a>0. 


Pentru a > 0 seria Riemann >> A are aceeaşi natură cu seria 


Dræb (a) 
ga 9a—1 ` 
mel 


n>l 


Ultima serie este convergentă (serie geometrică) < < 1, adică a > 1. 


zale 
pa-l 
2. Considerăm seria X` „>92 Ai: Conform criteriului condensării această serie are aceeaşi 


natură cu seria j 1 
an = —— 
2 2n In 27 È nln?’ 
>2 n>2 


n2 


care este divergentă. 


Teorema 5.6.6 Criteriul radical al lui Cauchy 


Considerăm X` eyan 0 serie cu termeni pozitivi. 


1. Dacă 3q, 0 <q<1 şi IN EN astfel încât Yan <q, Vn > N, atunci seria > pen an 
este convergentă 


2. Dacă 3 N EN astfel încât va > 1, V n > N, atunci seria X neN an este divergentă. 


DEMONSTRAŢIE: 1. Yan <q, Y n> N & an <, Yn > N. Cum seria > eyn g” este 
convergentă (q € (0,1)), atunci, conform teoremei 5.6.2, rezultă că seria > „en an convergentă. 

2. Dacă Van > 1,Yn > Na >1,yn> N şi deci an 0. Conform teoremei 5.2.1 seria 
X nen an este divergentă. 


O altă formă a criteriului radicalic este dată în următorul corolar. 
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Corolarul 5.6.2 Considerăm DAN an 0 serie cu termeni pozitivi şi | = lim Yan. 
1. Dacă l < 1, atunci seria X` „ey an este convergentă. 
2. Dacă l > 1, atunci seria X ney an este divergentă. 


3. Dacă l = 1, atunci nu se poate spune, în general, care este natura seriei. 


DEMONSTRAŢIE: 1. Din l = liman < 1> Yl<q<1, IN =n(q) €N astfel încât 
Yan < q, Yn > N. Atunci, conform teoremei 5.6.6, seria SAN an este convergentă. 

2. Deoarece | > 1, 3 N = n(l) e N astfel încât wa, > 1, V n > N şi, conform teoremei 
5.6.6, seria J` pen dn este divergentă. 

3. Fie an = pă A e R; lime /an = lime Ta = 1, dar seria este convergentă pentru 


ma 


a > 1 şi divergentă pentru a < 1. 


Corolarul 5.6.3 Forma practică a criteriului radicalic 
Considerăm Yen dm o serie cu termeni pozitivi şi presupunem că există limita | = 


lim Vdp. 
1. Dacă | < 1, atunci seria X` „en am este convergentă. 
2. Dacă > 1, atunci seria Yen an este divergentă. 


3. Dacă l = 1 natura seriei X` eyn an poate fi oricum. 


Exemplu 5.6.6 1. Pie seria >> g an 
= 3 + or] 
Avem 
1 2, dacăn este impar 
zt (—1) 2 , dacăn este par 


limno 4/ăn = 2 > 1, deci seria dată este divergentă. 
2. Fie seria ` n>1 2 ; 


, dacăn este impar 


[1 (00) OI— 


„  dacăn este par 
limpo 1/an = 3 < 1, deci seria dată este convergentă. 


np 
3. Fie seria Să a” (4) „a>0şipeR 


1 p 
Va =a (H ) — A 


n 


Dacă 0 <a < 1 seria este convergentă, iar dacă a > 1 seria este divergentă. 


aR i pa f i Ș 
Pentru a = 1, an = (24) — eP, deci an Æ 0 şi în acest caz seria este divergentă. 
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Teorema 5.6.7 Criteriul raportului al lui D'Alembert (1717-1753). 
Considerăm X nen n 0 serie cu termeni pozitivi. 


1. Dacă 3q, O<q<1 şi IN EN astfel încât Tatl <q, Yn >N, atunci seria X peN An 
este convergentă. 


a A . i : 
meL 1, Yn >N, atunci seria Sen an este divergentă. 


2. Dacă 3 N e N astfel încât nA 


DEMONSTRAȚIE: 1. TH <q, Yn > Noni < qan, Y n >N. Avem 


IA 


ON+1 qaN 


aNy2 S gari < aN 


GN+p Š qaN+p-1 S<: <an , Vp>l. 


Întrucât q € (0, 1) seria Si qan este convergentă şi atunci, conform teoremei 5.6.2, rezultă 
că seria, Žozi aN+p este convergentă, iar din observaţia 5.6.1, obţinem seria ’ en dn conver- 
gentă. 

2. Intt >1,Yn > N & an41 2 an, VY n > N, deci şirul termenilor este un şir de numere 
pozitive, crescător, prin urmare an / 0. Conform teoremei 5.2.1 seria > „en an este divergentă. 


O altă formă a criteriului raportului este dată în următorul corolar. 


Corolarul 5.6.4 Considerăm J` eyn an 0 serie cu termeni pozitivi. 


an+1 


1. Dacă imn 00 -a < 1, atunci seria X nen an este convergentă. 


bak an4 iasi . ` 
2. Dacă iia a > 1, atunci seria „en an este divergentă. 


On+1 
an 


DEMONSTRAŢIE: Din l = limpo < 1 şi teorema 2.5.2 rezultă că V l < q < 1, 


3 N = n(q) e N astfel încât să avem 


An+1 
ûn 


<q 


dat ) 


Yn>N, 


şi, conform teoremei 5.6.7, obţinem seria X pen an convergentă. 


2. Din h = limpo Suzi > 1 şi teorema, 2.5.2 rezultă că 3 N = n(l,) € N astfel încât să 


avem 
On+1 


n 


>1 , Nna N, 


şi, conform teoremei 5.6.7, obținem seria X pen an divergentă. 


Corolarul 5.6.5 Forma practică a criteriului raportului. 


Considerăm X` eyn 0 serie cu termeni pozitivi şi presupunem că există limita 


Qûn+1 
ün ` 


l= limno 
1. Dacă l < 1, atunci seria X` „ey an este convergentă. 


2. Dacă l > 1, atunci seria ÎI neN an este divergentă. 
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3. Dacă | = 1, natura seriei X` eyn an poate fi oricum. 


Exemplu 5.6.7 1. Fie seria > nen PA tu 


Ami ol 1)”t1—n—1-(—1)”+n — 92(-1)"t1—1 = > dacă n par 
an 2, dacă n impar 
Atunci í 
T Qn+1 g An+1 
line =2>1, lim scop = 3 <1, 


deci criteriul raportului nu dă nici o informație asupra naturii seriei. Observăm că 


eA Z (—1)? -n 1 
lim an = liMmn=o2 n =-<1 


n— oO 2 


. x D . . . æ — TE e Y 
şi, conform criteriului radicalic, seria X nen 2(-1"—n este convergentă. 


2. Dacă | = 1 nu se poate afirma, în general, care este natura seriei. Aplicând criteriul 


| f a i a a Ra , 
raportului pentru seria armonică generalizată X nen A avem “2+1 = (z a r) > 1, însă seria 


an 
este convergentă pentru a > 1 şi divergentă pentru a < 1. 


Teorema 5.6.8 Criteriul lui Kummer (1810 - 1893) 
Considerăm X` nen an 0 serie cu termeni pozitivi. 
1. Dacă există un şir (un) de numere pozitive, un număr a > 0 şi un număr natural N € N 


astfel încât 
an 


Un — Uny Za , Yn>N, 


Qn+1 
atunci seria X „ey an este convergentă. 


2. Dacă există un şir (un) de numere strict pozitive astfel ca seria X` să fie divergentă 


şi există un număr natural N € N astfel încât 


1 
nEN Un 


an 


Un — Uny SO , Yn>N, 


An+1 


atunci seria X` „ey an este divergentă. 


DEMONSTRAȚIE: 1. După o eventuală renumerotare a termenilor putem presupune că 


an 
Un — Uny >a , Vni (5.6) 
An+1 
Din inegalitatea (5.6) avem 
Un An — Un+1ân+1 On , Yn>l, 

adică 

UIQ] — wo > Q Q2 

U2Q2 — U3a3 > 403 

Unan — Un+1ün+1 > Qanı  n>l 


Adunând aceste inegalităţi obţinem: 


UIQ — Un+1an+1 > Q (a2 +a3 +++: tan) , Yn>l, 
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alui +a) — Un+1an+1 2 Q (a1 +a2 +: + an4) =QSny1 , Yn>l, 


unde (sn) este şirul sumelor parţiale asociat seriei X pen an- 
Atunci 
a(u +a) 


Q Sn41 < a1 (u1 +a) — Un+1an+1 < ailu + a), sn < i Yn>1, 


prin urmare, şirul (sn) este mărginit şi, conform criteriului monotoniei, rezultă seria ) pen dn 
convergentă. 


2. Din inegalitatea Un aa — uni < 0, Y n > N rezultă că 
IL 
QAn+1 Uni 
Ai , Vn>N. 
An Un 


Din teorema 5.6.4 aplicată seriilor JX penan Si > neN d obţinem că seria Ìn ey dn este 
divergentă. 


Corolarul 5.6.6 Considerăm > „en an 0 serie cu termeni pozitivi. 


1. Dacă există un şir de numere pozitive astfel încât 


ûn 


An+1 


atunci seria Ù eyn an este convergentă. 


2. Dacă există un şir (un) de numere strict pozitive astfel ca seria X nen il să fie divergentă 


și dacă 
ûn 


lo = limno (in — unsa) <0, 


An+1 


atunci seria X nen an este divergentă. 


DEMONSTRAŢIE: 1. Din h = lim, so (una — uni) > 0 şi teorema 2.5.2 avem că pentru 
orice 0 <a <lh, IN e N astfel încât 


Atunci, conform teoremei 5.6.8, seria > „en dn este convergentă. 


2. Din lb = limno (una — n41) < 0 şi teorema 2.5.2 există N € N astfel încât 


a 
? uny L0 , Yn>N. 


Un 
QAn+1 


Atunci, conform teoremei 5.6.8, seria > an este divergentă. 


Corolarul 5.6.7 Forma practică a criteriului Kummer 
Considerăm Yen dm 0 serie cu termeni pozitivi, (un) un şir de numere strict pozitive şi 


presupunem că există limita 
i an 
t= lim [un — Uni l. 


T= FOO An+1 
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1. Dacă l > 0, atunci seria X` „en am este convergentă. 
v . . 1 A S i í i E 
2. Dacă l <0 şi seria Sonen T este divergentă, atunci seria DEN an este divergentă. 


3. Dacă | = 0, atunci natura seriei X` nen an poate fi oricum. 


Observaţia 5.6.4 În criteriul lui Kummer luând un = 1 se obține criteriul raportului 
D'Alembert. 


Teorema 5.6.9 Criteriul lui Raabe - Duhamel (1797 - 1872). 
Considerăm X` nen an 0 serie cu termeni pozitivi. 


1. Dacă există un număra > | şi un număr natural N e N astfel încât 


n( -1) 2a „ Vn>N, 
QAn+1 


atunci seria Ù ney an este convergentă. 


2. Dacă există un număr natural N € N astfel ca 


(2 -1) s1 Van, 


An+1 


atunci seria Ù „eyn an este divergentă. 
DEMONSTRAȚIE: Criteriul lui Raabe - Duhamel este un caz particular al criteriului Kummer, 
atunci când Un = N. 


Alte forme ale criteriului Raabe Duhamel sunt date de următoarele corolare. 


Corolarul 5.6.8 Considerăm Š nen an 0 serie cu termeni pozitivi. 


sJ; an AURIE s 
1. Dacă limp non (ae, z 1) > 1, atunci seria X` „eyn an este convergentă. 
o an 5 . i = 
2. Dacă iMn (i — 1) < 1, atunci seria X` „en an este divergentă. 


Corolarul 5.6.9 Forma practică a criteriului Raabe - Duhamel 
Considerăm X` „enan 0 serie cu termeni pozitivi şi presupunem că există limita | = 


i Una 
lim n (a2 1 
1. Dacă l > 1, atunci seria X` „ey an este convergentă. 


2. Dacă l < 1, atunci seria Y_„eN an este divergentă. 


3. Dacă l = 1, atunci natura seriei $` ey an poate fi oricum. 


Observaţia 5.6.5 De regulă, criteriul Raabe - Duhamel se aplică atunci când, folosind criteriul 
raportului D'Alembert nu obţinem informaţii asupra naturii seriei. 
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Exemplu 5.6.8 Fie seria > „> a°”, a>0 


al n+l 


On+1 2 = qlntl-nn = aL w 1 


an aln n 


şi nu putem determina natura seriei cu ajutorul criteriului raportului D'Alambert 


In == 
n n+1 — 
a (2 -1) n (arsă —1) = n5 z Dig La 
Qn+1 În -a n+1 


lnn este convergentă, iar dacă a > el, atunci seria dată 


i —1 $ : 

Dacă a <e -, atunci seria Dei a 
este divergentă. 

1 Inn — Inn 1 


— e- B: as 2 A ; 1 
Pentru a = e”! avem an =a”” =e = z $i seria n>] 


z este divergentă. 


5.7 Produsul convolutiv a două serii 


Definiţia 5.7.1 Fie J nen dn $i) nen bn două serii de numere vela numeşte serie produs 
sau produs convolutiv al celor două serii, seria Xnen Cn, unde Cn = dk akbn-k 


Există situații când seria produs a două serii convergente este divergentă, după cum se va 
observa în următorul exemplu. 


—q1\n+1 
Exemplu 5.7.1 Seria pt CI este convergentă (seria armonică generalizată alternată 


cu a = i); dar nu este absolut convergentă. Fie Cn termen general al seriei produs dintre seria 


(—1)eH PER 
Jasi o Jn CU ea InsSaşI. Avem 


: 1 1 
n= Er 1)2+k Ta, jjer 
g 2 ) Jr ) vVn=-k+1 Da a ETES, 


Atunci 


1 
len| = Dana D sbl 


Rezultă că dacă există limita şirului (cn) aceasta este diferită de 0, deci seria X` >] Cn este 
divergentă. 


Teorema 5.7.1 Mertens (1840 - 1927) 

Seria produs a două serii de numere reale Yen an $i} nen bn; dintre care una este conver- 
gentă, iar cealaltă absolut convergentă, este convergentă şi suma ei este produsul sumelor seriilor 
date, adică 


> (Some) = (Ze) (Se 


n>0 n>0 n>0 
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: Presupunem seria an absolut convergentă şi seria n COnver- 
DEMONSTRAŢIE: Presup neN bsolut gentă ş neN b 
gentă. 
v n n 
Notăm a = J n>0 ûn, b = X n>o bn, Sn De Ub tn = D g1 bk, Tn = b — tn, Cn = 
n : n 
D260 akbn—k Si On = Dup Ck- 


Atunci 
On = agbo + aobı + arbo +: :: + aobn + aibn—1 +: + anbo = 

= otn + aitn-1 + .. . anto = ao(b T Tn) + a(b = Tn—1) a pia ei an(b = ro) = 

= (ao+a+:::+an)b— (aorn + a1rn-1 +: + anro) = 

= Snb == (aorn Fain ki + anro). 

Avem 
n 
ab— on = (a — sn)b+ X` fkan-k (5.7) 
k=0 


Arătăm că, dacă rn — 0 şi > nen n este o serie absolut convergentă de numere reale, atunci 
liMn—=o Yoko Tkn-k = 0. Pentru aceasta fie m = J pen lan] şi e > 0. Deoarece rn — 0, există 
N = n(e) e N astfel încât |rn| < Pe Yn>N. 

Seria X nen dn fiind absolut convergentă, atunci an — 0, deci 3 N’ > N astfel încât 


N —1 
anl < (255r) e, Yn>N' 
k=0 


Atunci: 


|(roan + rian-1 +: FTNan=N) + (TN+1ān-N-1 ++: + rnao)| < 


N N Sl 5 
= (Zr) (25a) E+ MSE , Yn>2N, 
k=0 k=0 


aşadar, liMmn—oo X p—0 Thank = l. 
Revenim la (5.7) şi, trecând la limită, obtinem limn—o Cn = ab, adică seria produs > pey Cn 
este convergentă şi are suma ab. 


Corolarul 5.7.1 Cauchy 
Seria produs a două serii de numere reale absolut convergente X` enan $i Jonen bn este 
convergentă. 


DEMONSTRAŢIE: Aplicând teorema 5.7.1 seriilor Y „en lan] Si X nen Ibn]. rezultă că seria 
Xn>o (X) p-1 lakbn-p|) este convergentă. Deoarece 


n 
> bi: 
ii 


n 
< o [akbn-kln „ Vn>0 
Ei 


din teorema 5.7.1 obţinem că seria J` >o (|) k=1@kbn-kl) este convergentă, adică seria 
X n>0 ok Qkbn-—k absolut convergentă. 
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Exemplu 5.7.2 Deoarece seria geometrică ST q” este absolut convergentă pentru |q| < 1, 
rezultă seria produs 


Dee 
n>0 n>0 


absolut convergentă. Suma seriei geometrice fiind ry atunci suma seriei produs È` „>ọ este 


z, pentru |q| < 1. 


1 
(-q) 
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Capitolul 6 


Şiruri de functii. Serii de funcţii. Serii 
de puteri 


6.1 Şiruri de funcţii 
Şirurile de funcţii constituie o generalizare naturală a şirurilor de numere. 


Definiţia 6.1.1 Fie F(X,Y) mulţimea funcţiilor definite pe mulţimea X cu valori în mulţimea 
Y. Orice şir din F(X,Y) se numeşte şir de funcţii definite pe X cu valori în Y. 


În cele ce urmează se consideră şiruri de funcţii cu valori numere reale, deci Y = R. 

Fie A o mulţime nevidă, oarecare şi (fn) un şir de funcţii reale definite pe A, fn: A > R, 
V n > 1. Dacă a € A, atunci valorile funcţiilor şirului (fn) în punctul a formează un şir de 
numere (f„(a)). 


Definiţia 6.1.2 Un punct a € A se numeşte punct de convergenţă al şirului de funcţii (fn) dacă 
şirul de numere (fn(a)) este convergent. 
Notăm A. mulţimea punctelor de convergenţă ale şirului de funcţii (fn). 


Ac = {a € A| girul (f„(a)) este convergent}. 


Definiţia 6.1.3 Dacă (fn) este un şir de funcții reale definite pe mulţimea A (nevidă), iar Ac 
este mulțimea punctelor de convergentă corespunzătoare acestui şir, definim funcția f : Ae —> R 
f(x) = liman Jnlx), Vx € Ac, numită funcţia limită pe multimea Ac a şirului de funcții. 


Definiţia 6.1.4 Fie A o mulţime nevidă, (fn) un şir de funcții reale definite pe A şi f : Ae —> R 
funcția limită corespunzătoare şirului (fn). 

Şirul de funcţii (fn) converge simplu (sau punctual) către f pe mulţimea Ac, dacă: V x € 
Ac, Ve>0, In(e,x) EN astfel încât | falx) — f(z)| <£, Yn > nhe, x). 

Şirul de funcţii (fn) converge uniform pe Ac către f, dacă: ve >0, 3n(e) €N astfel încât 
|f„(z) — f(z)] <£, Yn > n(e) şi v ze Ae. 


Observaţia 6.1.1 a) Dacă şirul de funcţii (fn) converge simplu, respectiv uniform pe Ac către 
f, atunci notăm fn — f pe Ac, respectiv fn pi: f pe Ac. Dacă convergenţa are loc pe tot domeniul 


de definiție, atunci notăm fn — f, respectiv fn ES f. 
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b) În cazul convergenţei uniforme numărul n(e) depinde doar Y 4 
de £, fiind independent de x, pe când în cazul convergenţei simple fre 
n(e,x) depinde atât de e cât şi de x. 
c) Din punct de vedere geometric semnificaţia convergenţei 
uniforme este următoarea: date fiind un şir de funcţii fn, fn: i 
A—>R, Yn > 1 şi funcția limită corespunzătoare f : A. —> R, i 
pentru e > O, trasăm graficele funcţiilor f — €, f + €. Există un i 
rang n(£) € N ce depinde doar de £, începând de la care graficele ' 
funcțiilor fn se află în tubul delimitat de graficele funcțiilor f — i 
e, f +e. O! a Xo b 
Figura 6.1: 
Exemplu 6.1.1 1. Fie şirul de funcții fn : [0,1] > R falx) = x”, Vn > 1. Funcția limită 
f : [0,1] — R este 


0, dacă x € |0,1) 


1, dacă x= 1 i 


rO = dia, fala) = d 


deci fa — f. Arătăm că (fn) nu converge uniform. pe [0,1] către f. Presupunem că fn pi f şi 


alegem e = l > Jn (3) E N astfel încât x” < y va €[0,1),vn>n (3) ceea ce este fals, 


UC 
prin urmare fn £ f. 
2. Fie A = |—1,1] şi şirul de funcții fn: A > R, fanla) = ET Y n > 2. Avem 
f(x) oii se fnlx) = Dra za = 0, Vaze A, deci fa > Í. 


Iae) = FEl = If) = < 


Fie e > 0; atunci 3 n(e) = B + 2 astfel încât | fn(x)— f(£)| <€, Vn > n(e), adică fn a fz 


Observaţia 6.1.2 Din exemplu 1 se constată că, în general, dacă un şir de funcţii este punctual 
convergent, atunci acesta nu este în mod obligatoriu uniform convergent. 


Considerăm A o mulţime nevidă; MA este un spaţiu vectorial relativ la norma uniformă, 
adică Y f € Ma IIf|| = supaea |f (2). 


Teorema 6.1.1 Fie (fn) un şir de funcţii din Ma şi f e Ma. 
UC $ 
a) fn > fo ümn>o fa — FI = 0. 
b) Dacă fn u5 f, atunci fn > f. 


€ N astfel încât Y n > n(e) şi Vaze A 


DEMONSTRAŢIE: a) fn ug fo Ye>0, 3n(e) 
| < e, adică |f„ — f| < £, vn>n(e)e 


să avem |f„(n) — f(z)] < e o supaea |fn(2) — f(x) 
limn>o || — FI = 0. 

b) Dacă fa E f> Ve>0 3 n(e) e N astfel încât Y n > n(e) şi Vx € A să avem 
|fn(2) — fi) < € => fal) > f(z), Yz EA, adică fn > f. 


Algoritm pentru studiul convergenței (punctuale, respectiv uniforme). 


1. Dat fiind şirul de funcţii reale fn : A —> R, Vn > 1 se determină mulţimea punctelor de 
convergenţă A. şi funcţia limită f(x) = limno fn(2), Vaz € Ac. Rezultă că fn — f pe 
Äe: 
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2. Se calculează en = || fn — f|| = supaea, |fn(£) — f(x)|. Dacă en — 0 atunci fn SI f pe Ac 
UC 
iar dacă €n P» 0, atunci fn Æ f pe Ac. 


2 


Exemplu 6.1.2 Şirul de funcţii fn : [1,œ0) > R fa(a) = a z1 este uniform convergent către 

functia f(x) = 0. Într-adevăr, f(£) = limno fn(£) = 0 şi fa(£) < fa(n?), Y x € [1,00). Atunci 
ES UC 

En = SUPa>1 |fn(£) — f(£)| = E: n8 — 0, adică fn > 0. 


Deoarece uniform convergenta implică convergenţa punctuală e suficient să găsim criterii care 
să stabilească uniform convergenta şirurilor de funcţii. 


Teorema 6.1.2 Criteriul general de convergență al lui Cauchy 

Fie (fn) un şir de funcţii reale definite pe mulţimea nevidă A. Şirul (fn) converge uniform 
pe A către funcţia f, f : A — R, dacă şi numai dacă V € > 0, 3 n(£) € N astfel încât V xz € A 
şi Yn, m > n(e) |fn(2) — m(z)| < €. 


DEMONSTRAȚIE: Presupunem că fn a fo Ye>0, 3n(e) EN astfel încât Y n > n(e) şi 
Vaze 4 |faa)- fo) < $. 

Atunci Y n,m > n(e) şi V x € A avem |fn(2) — fm(2)] = |fn(x) — f(£) + f(x) — Îm(2)| < 
|fal(z) — F2) + file) — f) <5 +$ =e. 

Invers, să presupunem că Ve > 0, J n(c) € N astfel încât Y n,m > n(2) şi V z € A avem 


|n) — fm(©)| < €, (6.1) 


Din (6.1) rezultă că şirul de numere (fn(x)) este un şir fundamental, pentru fiecare x € A şi are 
limita, 


lim falx) = f(x), sea. (6.2) 


S-a definit astfel o funcţie f : A — R care asociază fiecărui element x din A numărul f(x) definit 
prin (6.2). Rămâne de arătat că fn ES F. 

Fie m > n(e). Cum fn > f => fn — fm `> f — fm. Dacă în (6.1) n — oo, atunci pentru 
Vaze Aşi Ym > n(e) avem |f(z) — fm(2)| < e, adică fn 2 Í. 


Exemplu 6.1.3 Şirul de funcţii fn : R —>R falx) = Sa nA este uniform convergent. 
Conform criteriului lui Cauchy avem, Y x e R 
cos(n + 1)z cos(n + 2)z 
n —Jn = + Ei ia 
intel) = ne) = | Dr 2) AFFI) 
cos(n + p)z | 1 1 
z + + 
(n+p(n+p+1)|7 (n+1)(n+2)  (n+2)(n+3) 
zi 1 B. e ce sil E E 
(n+p)(n+p+1) n+1 n+2 n+2 n+3 
1 1 1 1 1 


+ = < 
n+p n+p+Il n+l n+p+l n+l 


Yn > n(e) = 1 = El + 1, deci şirul (fn) este uniform convergent. 
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Teorema 6.1.3 Criteriul majorării 
Fie (fn) un şir de funcţii reale definite pe A, o funcţie f : A — R şi (an) un şir de numere 
pozitive convergent către zero. Dacă pentru V n € N ṣi V x € A are loc inegalitatea |f„(2)— f (x)| < 


: UC 
an, atunci fn > f. 


DEMONSTRAȚIE: Cum an > 0> Ve>0, 
care împreună cu relația din enunț ne dă că V 


Yz EA |fa(2) — f(z)| < e, adică fn S f. 


n(e) € N astfel încât V n > n(e) avem an < €, 
> 0, J n(2) e N astfel încât Y n > n(e) şi 


O Lu 


Exemplu 6.1.4 Şirul de funcţii fn : R > R fa(a) = 1 arctga? converge uniform pe R către 


uncţia f(x) = 0. Într-adevăr |fa(2)| = 1 arctgz”| < A — 0. Aşadar, conform teoremei 6.1.3, 
n 2n 


rezultă că fn Y o pe R. 


6.2 Proprietăţi ale şirurilor de funcţii 


O problemă importantă care apare la şirurile de funcţii este următoarea: în ce măsură unele 
proprietăţi pe care şirul de funcţii le are (de exemplu continuitatea, derivabilitatea, integrabili- 
tatea etc.) sunt transmise funcţiei limită? Rolul primordial pentru rezolvarea acestei probleme 
îl are proprietatea de convergenţă uniformă a şirurilor de funcţii. 


Teorema 6.2.1 Transferul de continuitate 

Fie A o mulţime nevidă şi (fn) un şir de funcţii reale definite pe A. Dacă funcţiile fn sunt 
continue în punctul a € A, iar şirul de funcţii este uniform convergent pe A, atunci şi funcţia 
limită este continuă în punctul a. 


DEMONSTRAŢIE: Considerăm f : A — R funcţia limită. Arătăm că dacă £n — a atunci 
fam) > f(a). 

Fie e > 0. Cum fn a% f= 3 N=n(e)eN astfel încât Ym > N |fm(x) — f(z)| < 5. În 
particular avem | fy (£n) — f(£n)| < 5 şi |fa(a) — f(a)| < z: Deoarece funcţia. fy este continuă 
în a rezultă că fy(£n) — fula), deci există m'(2) € N astfel încât pentru orice n > n'(e) 
|fn(£n)— fn(a)| < $. Avem pentru orice n > n'(e) 


(za) — fa) = IEn) — fatza) + fular) = fula) + futa) = Fla) < 
< |FN(2n) — za) + |fN (En) — fula) + Ifn(a) = F(a) < 
< +5 + =E fan) = fila), 


3 3 3 
adică funcția f este continuă în punctul a. 


Exemplu 6.2.1 Funcția limită f a şirului de funcții (fn) de la exemplul 6.1.3 este o funcție 
continuă, deoarece funcţiile fn sunt continue, iar şirul este uniform convergent. 


Teorema 6.2.2 Dacă X este un spațiu metric compact, atunci spațiul C?(X) al funcţiilor reale 
continue definite pe X (cu operațiile obişnuite) este un spațiu Banach, relativ la norma sup. 


DEMONSTRAŢIE: Deoarece X este spaţiu metric compact, atunci rezultă că 09(X) c M(X). 
Fie (fn) un şir fundamental din C?(X). Atunci (fn) este un şir fundamental în M(X). Cum 
M(X) este spaţiu metric complet relativ la norma sup, există o funcţie f e M(X) astfel încât 


limn>oo ||fn — f|| = 0, ceea ce este echivalent din teorema 6.1.1 cu faptul că fn gg f. Funcțiile 
În fiind continue pe X rezultă, conform teoremei 6.2.1, că f este continuă pe X, deci fn — f în 
C?(X) relativ la norma sup, adică C? (X) este un spaţiu complet. 
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Teorema 6.2.3 Transferul de integrabilitate sau teorema de trecere la limită sub semnul inte- 
gralei 


Dacă (fn) este un şir de funcţii în CO([a,b]) astfel ca fn g f, atunci 


b 
lim fa iz | f(x)dx 


n— o0 


DEMONSTRAŢIE: Notăm 1, -f În(a)dz şi r= [ro f(x)dx şi arătăm că In > T. 


f re ae f Po) \dz| = 


f ha- ae f fa flde = lfa- FNO- 0). 


(æ) 
A 


< |r- = 


b 
(fn) — f(z))dz| < 


IA 


Din ipoteză avem că fn a ÎS fn = f în M([a,b]) relativ la norma sup > || fn — fl] = 0 de 
unde avem că |n — I| —-0=>1—1—0> h>]. 


Observaţia 6.2.1 Teorema 6.2.3 este adevărată în condiţii mai generale şi anume, dacă în- 
locuim ipoteza de continuitate a funcţiilor fn cu ipoteza de integrabilitate. 


Exemplu 6.2.2 Şirul de funcţii fn : [0,1] —> R falz) = n x en” este convergent, dar 
ma fi fn(£)dz z: f(x)dx. Într-adevăr, limno fn(£) = 0, deci f(x) = 0,Y x € [0,1]; 


2\ Jl 
| hajde= | needs = (-5 J| - s-a | f(z 


Cele două limite diferă datorită faptului că şirul nu este uniform convergent. 
Acest ezemplu ne arată necesitatea condițiilor teoremei 6.2.3. 


Teorema 6.2.4 Transfer de derivabilitate 

Fie (fn) un şir de functii în C1 (|a, b]) şi functiile f,g € M([a,b]). Dacă fa — f si fi ES g, 
atunci f € C!(fa,]), f! = 9 si fa Sf. 

DEMONSTRAŢIE: Fie z € [a,b] un punct arbitrar. Avem conform formulei Leibnitz-Newton 


că f fidt = falx) — fala), Vn > 1.. Trecând la limită obtinem 


lim [Pt = lim (ale) — fala)) = f(e) — f(a). 


NO 


Pe de altă parte, deoarece f;, pi g din teorema 6.2.3 avem 


im | riba= f tim fiat | odt = Gta) Gla), 
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G(z) = Ga) = f(z) — f(a) = G'(a2) = (n), Ya e€ [a,b], adică g = f' si fi SP. 
Fie e > 0, şi zo € [a,b]. Atunci din faptul că fn > f şi fi a, f' rezultă că 3 n(e) e N astfel 
încât Y n,m > n(e) să avem |fn(xo)— fm(xo)| < 5 şi |F lx) — fh æl < I- a)’ Yz E€ [a,b]. 


Atunci: 


|n) — m(2)l = fn) — fm) — Uno) — fm(20)) + no) — fm(z0)| < 
|n (2) — fm(2) — (n(70) — fm(20))| + |/n(20) — fm(zo)l < 
|e — zoll fale) — fmle)l + |fn(zo) — fm(z0)], 


Îm E 
fm = 


IA IA 


unde c este cuprins între zo şi x (am aplicat teorema creşterilor finite funcţiei fn(2) — fm(2) pe 
intervalul închis, având extremităţile în punctele zo şi x). Deci 


E E 
+2 =e, 


|fn(£) — fml2)| < |z — zoll fale) — fm(c)| + |fn(z0) — fm(z0) < (b dz 0). S 


YV n,m > n(e) şi V x € [a,b]. Conform criteriului general de convergenţă, rezultă că şirul de 
funcții (fn) converge uniform pe [a,b] către functia f. 


Observaţia 6.2.2 Intervalul |a,b] poate fi înlocuit în enunţul teoremei 6.2.4 cu orice interval 
mărginat. 


Exemplu 6.2.3 Deşi şirul de funcţii de la exemplu 6.1.4 converge uniform pe R, f'(1) Z 


limn=oo f4(1). Funcţia limită este f(x) = 0,V x € R, f'(x) = 0. Pe de altă parte f! (x) = Ee 


FOO = > prin urmare, liMmn>oo fh(1) = A Cele două limite diferă datorită faptului că şirul 


derivatelor nu converge uniform către } pe R. 


Teorema 6.2.5 Limita g a unui şir uniform convergent (gn) de funcţii derivate pe un interval 
I este o funcție derivată. 


DEMONSTRAȚIE: Presupunem că I este mărginit şi fie zo € I şi fn o primitivă a funcţiei 
gn, VY n € N, f} = gn. Putem alege primitivele fn astfel încât fn(xo) = 0. Şirul (fn(xo)) este 
convergent şi derivatele fh = gn n g. Atunci, conform teoremei 6.2.4, rezultă că fn a $; 
funcția f este derivabilă şi f” = g pe I. Presupunem că intervalul 7 este nemărginit. Putem atunci 
construi un şir crescător (Ip) de intervale mărginite astfel încât Tı CD C- Cmm- CIg 
Una În =T. 

Fie zo € i; atunci do € In, V n > 1. Pe fiecare interval mărginit In, funcţia g este derivata 
unei funcţii fn : I — R. Putem alege fn(zo) = 0. Dacă z € In şi £ E€ Im, n < m, atunci In C Im 
şi cum funcţiile fn şi fm au pe In aceeaşi derivată g rezultă că fna(2) — fm(2) =const. Dar 
Fn(zo) > fm(220) = 0, deci În) 7 Fm(2),Y LE În. 

Definim funcţia f : I — R prin f(x) = fn(2),V x € In. Conform celor arătate mai sus f(x) 
este independentă de intervalul ales. Arătăm că funcţia f este derivabilă pe I şi f' = g. Pentru 
aceasta fie xo € I; există In, £o € In deci, f(£o) = fn(£0) şi, cum fn este derivabilă în punctul 
£o, f4L(xo) = g(xo). Prin urmare, rezultă funcţia f derivabilă în zo, şi f'(xo) = fi (0) = g(zo). 
Cum punctul zo a fost ales arbitrar în T, rezultă că f este derivabilă pe I şi f’ = g. 
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6.3 Serii de funcţii 


În acest paragraf vom studia, serii ale căror termeni sunt funcţii de o variabilă reală. 


Definiţia 6.3.1 Fie AZ) o mulţime şi (fn) un şir de funcţii din spaţiul F(A,R) al funcţiilor 
reale definite pe mulţimea A. Perechea de şiruri ((fn), (Sn)), unde sn = Xp fk, se numeşte 


serie de funcţii de termen general fn şi se noteză > „en În op În sau Xn>1 În. Sirul (sn) 
definit mai sus se numeşte şirul sumelor parțiale al seriei X` >14 fn- 


Observaţia 6.3.1 


Il. si = fi 
s = fi+f 
m nr fe 


2. O serie de funcţii Îsi fn. este bine determinată de şirul sumelor parţiale. Astfel studiul 
seriei X` >] În se reduce la studiul șirului (sn). 


Exemplu 6.3.1 1. 1+£+2? +--+” +... este o serie de funcţii cu termenul genral x”, 
n>0. 
21 zi 2 t e d i cut l En 30 
s LFF ST + RT +... este o serie de funcții cu termenul genera nP Z OU. 


Pentru orice x € A seria 3,4 fn(2) este o serie de numere alcătuită din valorile şirului (fn) 
în punctul x € A. Această serie poate fi convergentă sau divergentă. Definim astfel mulţimea, 
punctelor x € A pentru care seria `} >] Jn(£) este convergentă, adică A. = {x € A| seria 
So Jn(£) este convergentă) şi care se numeşte mulţimea de convergenţă a seriei Xa Jn- 

Seria n>] fn este convergentă în punctul x € A dacă şirul de functii (sn) al sumelor parţiale 
asociat seriei este convergent în punctul z. 


Definiţia 6.3.2 Fie A o mulţime nevidă, şirul de funcţii (fn) din F(A,R) şi (sn) şirul sumelor 
parțiale asociat seriei Y_p>i În. Seria de funcţii Xp fn este convergentă (sau punctual con- 
vergentă) pe mulţimea A dacă şirul (sn) este convergent pe A. În acest caz, liman so Sn(2) = 
f(a),V £x E A se numeşte suma seriei şi se notează Yi fn(£) = f(x). 

Seria de funcţii Y` „>1 În este uniform. convergentă (sau converge uniform) pe mulţimea A 
către funcţia f dacă şirul (sn) este uniform convergent pe A către f. 


Observaţia 6.3.2 1. Seria de funcții Di În este convergentă pe mulţimea A către f dacă 
Ve > 0 şi pentru orice x E€ A există un număr n(e,x) € N astfel încât V n > n(e,x) să 
avem |sn(zx) — f(x£)| < e sau 


|fi(2) + fala) +--+ falx) — f(x)| < e. 


2. Seria de funcții X n>1 Jn este uniform convergentă pe multimea A către funcţia f dacă v e > 
0 există un număr n(e) € N astfel încât V n > n(e) şi V x € A să avem |sn(x) — f(£)| < € 
sau 


|fi(2) + fale) +--+ falx) — f(x)| < e. 


3. Din definiţia 6.3.2 rezultă că numărul n(e) nu depinde de x în cazul convergenţei uniforme, 
adică este acelaşi pentru orice x € A. 
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4. Noţiunea de convergenţă uniformă a fost introdusă de Karl Weierstrass (1815-1897). 


Teorema 6.3.1 Orice serie de funcţii Y_„>1 fn uniform convergentă este punctual convergentă. 


DEMONSTRAŢIE: În definiţia punctual convergenţei se ia n(e, x) = n(e), V z € A. 


6.4 Criterii de convergenţă uniformă pentru serii de funcţii 


Teorema 6.4.1 Criteriul general de convegenţă uniformă Cauchy 

O serie de funcţii X „>1 În, unde fn E F(A, R), Y n > 1, este uniform convergentă pe A, dacă 
şi numai dacă pentru orice e > 0 există un număr n(2) € N astfel încât oricare ar fi n > n(e), 
Vp>IlşiVzrEe A avem: 


|fn+1(2) + Fiat) eset ae În-+p(2)| <E 


DEMONSTRAŢIE: Fie (sn) şirul sumelor parţiale asociat seriei. Pentru orice p > 1 avem 
Sn+p — Sn = fn + fn+2 +: + fn+p. Seria X >] fn este uniform convergentă pe A dacă şi 
numai dacă şirul (sn) este uniform convergent pe A & Ve > 0, J n(e) e N astfel încât 
Yn>n(e),VYp>lşiVaze A să avem 


|sn+p(7) — sa(0)] = [fn (0) + fn42(2) +-+ + fn+pla)| < €. 


Teorema 6.4.2 Criteriul majorării 

Fie X >1 fn, >_n>1 Pn două serii de funcții, unde fn, pn E F(A, R), Y n > 1. Dacă |fn(x)| < 
Pn(2), Yn > 1şiY xE A şi dacă seria >> Yn este uniform convergentă pe A, atunci seria 
> p>1 În este uniform convergentă pe A. 


DEMONSTRAŢIE: Fie e > 0. Cum seria 3,4 Yn este uniform convergentă pe A, rezultă din 
teorema 6.4.1, că 3 n(e) € N astfel încât V n > n(e), Vp> lşiVze A 


Pn+i(7) + Pn+2(2) + + Pn+plT) < €. 


Atunci Y n > n(e),YVp> lşiVaze€ A avem 


|fn+1(£) + fn+2l£) +: + fn+pl)| < Pn+1(£) + pn+2(£) +... Pn+plT) < €. 


şi, conform teoremei 6.4.1, rezultă că seria PEPE În este uniform convergentă pe A. 


Din această teoremă rezultă un corolar (Weierstrass) foarte des utilizat în stabilirea conver- 
genţei uniforme a unor serii de funcţii. 


Corolarul 6.4.1 Weierstrass 

Pie X` „>1 fn o serie de funcţii, fn E€ F(A,R), Y n > 1 şi Y>op>1 m 0 serie convergentă cu 
termeni pozitivi. Dacă Y n > 1 şi V x € A avem |fn(£)| < an, atunci seria $>] fn este uniform 
convergentă pe A. 


DEMONSTRAŢIE: În teorema 6.4.2 se ia pn(2) = an, V x € A. Seria 3031 an fiind convergentă 
> Ve >0, 3 n(e) e N astfel încât Y n > n(e) şi Y p > 1 avem ani + an2 ti: an+p < E. 
Atunci Y n > n(e), Yp > 1 şi Vx E A obţinem ani + an+2 +:::+an+p < £, de unde rezultă că 
seria de funcții constante 30,4 an este uniform convergentă. Aplicând teorema 6.4.2 şirurilor 
(fn) si (an) rezultă cerința teoremei. 


6.5. Proprietăţi ale seriilor de funcţii 149 


Exemplu 6.4.1 1. Seria X n>1 a este uniform convergentă Y x € R. Într-adevăr, deoarece 


[esp] < 4, V x E R, iar seria ET 5 este convergentă, atunci conform criteriului lui 


; ; cos ng 2 y 
Weierstrass, seria X n>1 aaa este uniform convergentă. 


2. Seria Enzi pap este uniform convergentă V x € |—1,1]. Avem l < 4, 


Vg € |-1,1] şi aplicăm criteriul lui Weierstrass. 


6.5 Proprietăți ale seriilor de funcții 


Proprietăţile seriilor de funcții uniform convergente se obțin din proprietățile şirurilor de 
funcţii uniform convergente. 


Teorema 6.5.1 Transfer de continuitate 

Fie X` >; În o serie de funcţii uniform convergentă pe A către funcţia f. Dacă funcțiile fn 
sunt continue în punctul a € A (respectiv pe A), atunci şi funcția f (suma seriei) este continuă 
în punctul a (respectiv pe A). 


DEMONSTRAŢIE: Şirul sn = Yoo fk al sumelor parţiale asociat seriei >> fn este o sumă 
de funcţii continue în punctul a (respectiv pe A), deci (sn) este un şir de functii continue în a 
(respectiv pe A) uniform convergent către funcţia f. Atunci, conform teoremei 6.2.1, funcția f 
este continuă în a (respectiv pe A). 


Observaţia 6.5.1 Din teorema 6.5.1 avem lima—a X n>1 fal£) = X n>1 frala) 


Teorema 6.5.2 Transfer de integrabilitate sau teorema de integrare termen cu termen 
Fie X` „>; fn o serie de funcții, uniform convergentă pe intervalul [a,b] către funcția f. Dacă 


b 
funcţiile fn sunt continue pe [a,b], atunci seria integralelor Tal fn(x)dz este convergentă, 
Ja 
b b 
funcţia f este integrabilă şi e ful ada = | f(a)dz. 
Ja a 


DEMONSTRAŢIE: Din teorema 6.2.1, rezultă că funcţia f € 0%([a,b]) şi 


b b b 
J f(a)dz = f lim sn(x)dz = lim | sn(x)dz = 


a n— oO n— o0 


im [S hoa f AT f hoe] = 


n— oO 


5 f fn(x)de 


ml 


Teorema 6.5.2 are loc într-un cadru mai general (privind continuitatea funcţiilor fn) şi anume: 
Teorema 6.5.3 Fie 3,1 În o serie de funcţii, uniform convergentă pe intervalul [a,b] către 


b 
funcţia f. Dacă funcţiile fn sunt integrabile pe [a,b], atunci seria integralelor Tek, fa(a)daz 
a 


b b 
este convergentă, funcţia f este integrabilă şi e fn(£)dz af f(x)dx. 
E a a 
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DEMONSTRAŢIE: Vezi [5] vol. II pag.409 


Observaţia 6.5.2 Condiţia ca şirul de funcţii (fn) să fie uniform convergent este esenţială, dar 
nu necesară. Există şiruri de funcţii care nu sunt uniform convergente pe intervalul [a,b], dar 
care se pot integra termen cu termen. 


Teorema 6.5.4 Transfer de derivabilitate sau teorema de derivare termen cu termen 

Fie X` „>1 În o serie de funcţii, unde fn € Cl([a,b]). Dacă seria Y „>1 În este uniform 
convergentă. pe [a,b] către o funcţie f, iar seria derivatelor Y>] fi, este uniform convergentă pe 
[a,b] către o funcţie g, atunci funcția f este derivabilă pe [a,b] şi f! = g. 


DEMONSTRAŢIE: Şirul (sn) al sumelor parţiale asociat seriei 304 fn este uniform convergent 
pe [a,b] către funcţia f. Pe de altă parte şirul sumelor parţiale asociat seriei derivatelor E ups 
este uniform convergent pe [a,b] către funcţia g. Atunci, conform teoremei 6.2.4, functia f este 
derivabilă şi f' = g, adică f'(x) = You f(x). Aşadar derivata sumei unei serii (în condiţiile 
teoremei) este egală cu suma seriei alcătuită din derivatele termenilor săi. 


Teorema. 6.5.4 are loc în condiţii mai puţin restrictive (privind uniform convergenta, seriei 


Dau fn). 


Teorema 6.5.5 Fie $` >1 În o serie de funcţii, unde fn € C! ([a,b]). Dacă seria Sopa fn este 
convergentă într-un. punct zo € [a,b] iar seria derivatelor Si Jn este uniform convergentă. pe 
[a,b] către o funcţie g, atunci seria Xa fn este uniform convergentă pe [a,b] către o funcţie f, 
funcția f este derivabilă şi f' = g. 5 


DEMONSTRAȚIE: Vezi [5] vol. II pag.411 


Observaţia 6.5.3 Condiţia ca seria de funcţii X „>; fa să fie uniform convergentă este es- 
ențială, dar nu necesară. 


Teorema 6.5.6 Suma unei serii uniform convergente de funcții derivate pe un interval oarecare 
I este o funcție derivată. 


DEMONSTRAŢIE: Şirul (sn) al sumelor parţiale asociat seriei )`„>] Jn de functii derivate pe 
un interval I este un şir uniform convergent de funcţii derivate pe I. Conform teoremei 6.2.5 
limita s a şirului (sn) este o funcţie derivată. 


Operații cu serii de funcţii 


Teorema 6.5.7 Fie seriile de funcţii X „>14 În şi Y_n>1 gn având mulțimile de convergenţă Ac, 
respectiv Ac, şi sumele f respectiv g. Atunci: 2 

1. Seria X n >1(fn + gn) este convergentă pe mulţimea Ac, N Ac, şi are suma f + g. 

2. Seria rsi a fn, unde a E R este convergentă pe multimea Ac, şi are suma a f. 


DEMONSTRAŢIE: 1. Fiex € Ac, unde Ae este mulţimea de convergenţă a seriei Xn>1(fntgn). 
Seria de numere X` „>1(fn(£)+gn(x)) este o serie convergentă e seriile J >14 Jn(£) si Sona 9n(2) 
sunt convergente & z € E 9 Ae 

Dacă sn = fi + fa +-+ fn sita = g1 +92 +- + gn atunci Sn + tn = fi + g1 + f2 + 92 + 
-+-+ În +9n > f +g, deci f + g este suma seriei X p >1(fn + 9n). 

2. Seria $>] fn este convergentă pe mulţimea Ac, şi are suma f & sn = fit f2+ + fn > f 
pe Ac, S aSn = afirofat:::+afa af pe Ac, S mulţimea de convergenţă a seriei 
1 An În este Ac, iar suma este a f. 
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6.6 Serii de puteri 


Seriile de puteri sunt cazuri particulare de serii de funcţii Y_„>0 fn în care funcţiile f(x) 
sunt de forma anz” sau an(x — a)”, x € R. Deci o serie de puteri este de forma osi ar” 
sau BAT, an(xz — a)”. Caracteristic seriilor de puteri este faptul că sumele parţiale sunt funcţii 
polinomiale, care sunt cele mai simple funcţii, deci uşor de studiat. Cu ajutorul seriilor de puteri 
putem introduce funcţii elementare ca funcţii trigonometrice, funcţii exponenţiale, etc. 

În continuare vom studia seriile de puteri de forma )_n>0 nd”, deoarece cele de forma 
XS p>0 dn(2 — a)” se reduc la precedentele prin translaţia y = x — a. 

Multimea de convergenţă a unei serii de puteri este alcătuită din cel puţin un punct, şi anume 
x = 0. Pentru x = 0 suma unei serii de puteri este ag. Se poate ca pentru unele serii acest punct 
să fie singurul punct de convergenţă, iar alte serii să fie convergente pe R. 

În cele ce urmează vom studia mulţimea de convergenţă a seriilor de puteri. 


Teorema 6.6.1 Teorema I a lui Abel 
Pentru orice serie de puteri PI anz” există un număr R, 0 < R < +œ astfel încât: 
1. Seria este absolut convergentă pe intervalul (—R, R). 
2. Seria este divergentă pentru orice x, cu |x| > R. 


Pentru a demonstra această teoremă vom arăta următoarea lemă. 


Lema 6.6.1 Lema lui Abel 

a) Dacă o serie de puteri converge într-un punct xo 7 0, atunci ea este absolut convergentă 
în orice punct xz, cu |æ| < |zo]. 

b) Dacă o serie de puteri este divergentă într-un punct xo # 0, atunci ea este divergentă în 
orice punct x, cu |x| > |zol. 


DEMONSTRAŢIE. a) Fie „0 anX” o serie de puteri şi zo # 0 un punct de convergenţă al 
seriei. Atunci, deoarece angy — 0, rezultă că girul (anxo) este mărginit, deci 3 M > 0 astfel 


n 
încât |a„z0| < M, v n > 0. Dacă z este astfel încât |z| < |zxo], atunci |anz”| = |anzg| É < 
n n 

mE . Cum |z| < |zo], z| < 1, iar seria Eno ME este convergentă şi, aplicând 
teorema 5.6.2, rezultă că seria >_„>o lanz”| este convergentă în x, adică seria ` >o anx” este 
absolut convergentă în x, cu |x| < |zol. 

b) Fie £o 7 0 punct de divergentă al seriei >> anz” şi punctul z astfel ca |z| > |zo|. Dacă 
punctul x ar fi punct de convergenţă, atunci din a) am avea zo punct de convergenţă, ceea ce 
este absurd. 


Să demonstrăm în continuare teorema I a lui Abel. Notăm cu Me = {x € R| X n>o anz” 
este convergentă) mulţimea de convergenţă a seriei de puteri. Me Æ Ø (deoarece 0 € Me) şi 
R = sup Me. Evident R > 0 şi distingem trei cazuri: i) dacă R = 0, ii) dacă R = oo şi iii) dacă 
R>0. 

i) Dacă R = 0, atunci x = 0 este singurul punct de convergenţă, de unde rezultă că au loc 1) 
şi 2). 

ii) Dacă R = oo, atunci 2) nu mai are sens. Rezultă că există puncte zo > 0 oricât de mari 
pentru care seria Y_„>0 anx” este convergentă. Dacă x este astfel încât |x| < £o, atunci din lema 
lui Abel a) obţinem că x este punct de absolut convergenţă, adică seria de puteri este absolut 
convergentă pe R. 
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iii) Dacă 0 < R < œ fie x un punct astfel încât |z| < R. Rezultă din definiţia marginii 
superioare exacte că există un punct xo € Me astfel încât |x| < xo < R, adică zo este un punct 
de convergenţă al seriei de puteri. Din lema I a lui Abel punctul a), rezultă că z este un punct 
de absolut convergenţă, al seriei de puteri. 

Dacă |x| > R, atunci există un punct x astfel încât R < xı < |æ|. Dacă seria de puteri ar 
fi convergentă în punctul x, atunci, conform teoremei lui Abel a), am avea că xı este punct de 
convergenţă al seriei date, adică xı E€ Me şi xı > R, ceea ce ar contrazice alegerea lui R şi anume 
R = sup Me, deci seria nu este convergentă în punctul x şi astfel teorema, este demonstrată. 


Definiţia 6.6.1 Numărul 0 < R < +œ definit în teorema I a lui Abel se numeşte raza de 
convergenţă a seriei Y_„>0 an”. Intervalul (—R, R) se numeşte intervalul de convergenţă al 
seriei d_p>0 nr”. 


Observaţia 6.6.1 Teorema I a lui Abel nu spune nimic despre comportarea seriei de puteri la 

capetele intervalului de convergenţă şi asta deoarece comportarea diferă de la o serie la alta. De 
n 

exemplu, seria X n>1 T are raza de convergență R = 1, dar este convergentă pentru x = —1 şi 


divergentă pentru x = 1. Seria DEE 23 are raza de convergență R = 1, dar este convergentă la 
ambele capete ale intervalului de convergență. 

Dacă într-unul din punctele —R sau R seria este absolut convergentă, atunci seria este absolut 
convergentă şi în celălalt punct. Într-adevăr, seria modulelor seriilor no an(—R)”, respectiv 
Won R” este aceeaşi. Prin urmare, dacă una dintre serii este absolut convergentă la fel este 
şi cealaltă serie. 


Calculul razei de convergenţă 


Teorema, I a lui Abel este doar o teoremă de existenţă a razei de convergenţă, dar nu şi 
de calcul. Raza de convergenţă se determină folosind criteriile de convergenţă de la seriile cu 
termeni pozitivi. 


Teorema 6.6.2 Teorema Cauchy-Hadamard (1865 - 1963) 
Fie Sesi anz” o serie de puteri şi R raza de convergenţă a seriei. Dacă liMmn=o Van] = w 
atunci: E 
, dacă w=0 
, dacă 0<uwu<oo 
„ dacă w= œ 


R= 


ot 


DEMONSTRAŢIE: Fie zo un punct oarecare.  Aplicăm corolarul 5.6.2 seriei numerice 
Xn>0 lanllzol”. Avem %/lamllzol” = 3/lanllzol, deci 


lim so V |anl|zol* = lim so Yanllzo] = wlzol. 


Dacă w = 0 > limp>% Vlanllzo|” = 0 < 1 aşadar seria „o ana! este absolut convergentă 
V zo € R, adică R = œ. Dacă w = œ > Lima so YVlanllro|* = o > 1, prin urmare seria, 
)_n>0 dn este divergentă Y zo Æ 0, adică R = 0. Dacă 0 < w < œ, atunci, dacă w|zo| < 1, 


adică |zo| < L seria ` p>o@nx” este absolut convergentă în zo => |zo| < R> R< i; Dacă 


R< 1 există un punct xı astfel încât R < |x| < L, Din R < |z| = za este punct de divergentă 


al seriei, iar din |z1| < 1 > w|zi| < 1 > lmno 3/ aa] zi] = Branco Vaze 1 > zı 
este punct de absolut convergență al seriei date, ceea ce este absurd. 
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Dacă R > L există un punct xz astfel încât R > |z2| > 1 > Ii ao |d| [03 | > 1 > z2 
este punct de divergență. Prin urmare R = L, 


Corolarul 6.6.1 Fie 0 anz” o serie de puteri şi R raza sa de convergenţă. Dacă 


r a. ` mre a, 3 F : S RE x 
wi = limpo =] şi wo = liM l, atunci + < R< 4- Dacă există limita 
x a A 
mno gtn =w, atunci 


„ dacă w=0 
, dacă 0 <w< œ 
„ dacă w= œ 


X 
| 
o g£&j= g 


DEMONSTRAȚIE: Într-adevăr, 


A An+1 g ro Ea On+1l 
limno < limpo Vlan| < limno V lan| < limno ; 
n 
sal l 
deci W2 < R < d: 


Exemplu 6.6.1 1. Seria de puteri nsi ngi are raza de convergentă R = 2. Într-adevăr 


an = yr, iar 
A nimaa ANTI, oT O 
w= lim Vlan|= lim {z =z >R 


n 
| a Sute _ 1, 
2. Seria de puteri X n>0 pT ATA raza de convergenţă R = oo. Avem an = np ar 


1 
! 1 
w = lim sioa S e o =0>R=o0. 
n—=o | an n= 1 n=œ n + 1 
nI 


3. Seria de puteri X „>o nN!z” are raza de convergență R = 0. Avem an =n, iar 


An+1 
Un 


w= lim 
N—OO 


= lim n+l=ox>R=0. 


n— oo 


1 n2+n 1 n2+n 
4. Fie seria de puteri J n>1 (1 + 1) x”. Avem an = (1 + 1) ; 


1 n+l 
w = lim Vap = im (i + 3 e. 


n— oO 


Deci R = r prin urmare seria este absolut convergentă pe (-3}, 1). Să studiem. comportarea 
seriei la capetele intervalului. 


1 1 n?+n 1 À 1 n+l 
Pentru x = $ avem an = (1 + 1) 7 Cum şirul (1 + 1) converge monoton de- 
screscător la e avem 


1 nî +n 
1 n+1 1 n?+n (1+ 4) 
(1+1) >e= (1+1) > e" >an = >l, 
n n 
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aşadar an Æ 0, de unde rezultă că seria este divergentă în punctul x = 1 
n2+n 
Pentru x = =1 avem |an| = (1 + 1) 4 > 1 an PO, prin urmare şi în acest punct seria 
este divergentă; Me = (-3, 1) ; 
A ulm d 2n+1 —1)” ; i 

5. Fie seria solo: Avem an = ez w = ti e A lasa] = 1> R=1 
seria este absolut convergentă pe intervalul (—1,1). 

Pentru x = —1 obţinem seria sg (De se care, conform criteriului lui Leibniz, 


este o serie convergentă, iar pentru x = 1 obținem seria Solo Da care din aceleaşi 
considerente este tot o serie convergentă. Aşadar mulţimea de convergenţă este Me = |—1, 1]. 


6.7 Proprietăți ale seriilor de puteri 


Teorema 6.7.1 Orice serie de puteri X` „>o anx” este uniform convergentă pe orice interval de 
forma |—r,r], unde 0 < r < R, iar R este raza de convergenţă a seriei. 


DEMONSTRAŢIE: Deoarece 0 < r < R seria >_„>0 nr” este absolut convergentă (conform 
teoremei I a lui Abel). Pentru orice punct x cu |z| < r avem |anz”| < |an|r” şi, conform 
criteriului de convergenţă uniformă al lui Weierstrass, rezultă că seria 3_,„>0 4ang” este uniform 
convergentă pentru orice x € |-r,r]. si 


Corolarul 6.7.1 Suma s a unei serii de puteri X` „>o @nT” este o funcţie continuă pe intervalul 
de convergenţă. 


DEMONSTRAŢIE: Pentru orice 0 < r < R din teorema 6.7.1 seria de puteri este uniform 
convergentă pe |—r,r] şi, cum toţi termenii seriei sunt funcţii continue atunci, conform teoremei 
6.5.1, rezultă că s este o funcţie continuă pe |—r,r], adică s este continuă pe (—R, R). 


Corolarul 6.7.2 Suma s a unei serii de puteri „>o anx” este uniform continuă pe orice in- 
terval închis conținut în intervalul de convergenţă. 


DEMONSTRAŢIE: Fie [a,b] C (—R, R) un interval închis conţinut în intervalul de convergenţă. 
Pe intervalul [a,b] funcţia s este continuă conform corolarului 6.7.1; intervalul fiind un compact 
rezultă din teorema 3.7.1 că funcţia s este uniform continuă pe |a, b]. 


Observaţia 6.7.1 Corolarul 6.7.1 nu spune nimic despre continuitatea funcției sumă s a unei 
serii de puteri X` >o an2” în punctele x = —R sau z = R. 


Teorema 6.7.2 Teorema a Il-a a lui Abel 

Fie Di anx” o serie de puteri şi R raza sa de convergență. Dacă seria este convergentă în 
punctul x = R (sau în punctul x = —R), atunci suma s a seriei este o funcţie continuă în acesl 
punct. 


DEMONSTRAŢIE. Presupunem că seria } „>o ang” este convergentă în punctul z = R, adică 
seria numerică Yo an R” este convergentă. Vom arăta că în această condiţie seria J> „>o an” 
este uniform convergentă pe intervalul [0, R]. E 

Deoarece seria Y_„>0 an R” este convergentă => Ve > 0, 3 n(e) e N astfel încât V n > n(e) 
şi Vp > 1 avem |anyı R"! + anyo R"? +--+ an+pR"™P| < 5. 
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Notăm 0p = Sn+p — Sn, unde (sn) este şirul sumelor parţiale asociat seriei 30 an k; 
lo,| < 5, Vp > 1. Avem 


ani RT! = sm —Sn=01 
an42R"t? = (sn42— Sn) — (Sn+1 — Sn) = 02 — 01 
an+p RTP = (Sn+p — Sn) — (Sn+p-1 — Sn) = Op — Op-1. 


Fie acum un punct x € [0, R] şi notăm y = $ => x = yRşgi 0 < y < 1. Pentru orice 
n > n(£) avem anii + amant: + app = anpi R” tty tI + appo RYE + 
pup RI tPyn tP = oyy” t! + (02 zi oiy” t? pai (op a Op) = ciy? tt(1 = y) ră ogy" t? (1 X 
9) ee op P — 9) + opt? = eE a a e 
[an1 2" t! +anp22" t? +. - + amp? | < [yP H1- y) (o1 Hoyt: + op-1yP 2] + lopy7?| = 
"ll — glloa + o2y + eaan l < a Eg ea 
—1 
Ueu r +5 = pp) se 
Conform criteriului general de convergenţă pentru serii de funcţii, rezultă că seria „>o ang” 
este uniform convergentă pe [0, R]. Cum termenii seriei sunt funcţii continue din teorema 6.5.1, 
rezultă, că suma s a seriei este o funcţie continuă pe [0, R], în particular, ea este continuă în 
punctul x = R. Analog se demonstrează în cazul z = —R. 


Observaţia 6.7.2 Fie o serie de puteri Y_„>oanz” şi R raza de convergenţă a seriei. Dacă 
seria este convergentă în punctul x = R, atunci s(R) = liman s(2). 


Exemplu 6.7.1 Fie seria yae Această serie are raza de convergență R = 1, 
deci intervalul de convergență este (—1, 1). În punctul x = —1 seria este divergentă fiind seria 
armonică cu semn schimbat, iar în punctul x = 1 seria este convergentă conform criteriului lui 
Leibniz (serie armonică alternată). Vom arăta ulterior că pentru V x cu |z| < 1 s(x) = ln(1 + x) 
este suma seriei. Atunci s(1) = lime s(x) = limz—=1ıln(1 + z) = In2, adică suma seriei 
armonice alternate este ln 2 

1 1 


1 1 
În ds cet cae e aa eee (HH. 
n A +(-1) în 


Derivarea seriilor de puteri 


Fie seria de puteri 30,0 dur”. Seria derivatelor este tot o serie de puteri obţinută prin 


derivarea, termen cu termen şi anume Yo, Nan. 


Teorema 6.7.3 Seria derivatelor a unei serii de puteri are aceeaşi rază de convergenţă ca şi 
seria dată. 


DEMONSTRAŢIE: 


Teorema 6.7.4 Sume unei serii de puteri este o funcţie derivabilă pe intervalul de convergență 
şi derivata ei este suma seriei derivatelor. 
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DEMONSTRAŢIE. Fie |zo| < R şi 0 <r < R astfel încât |zo| < r. Pe intervalul |—r,r] seria 
derivatelor este uniform convergentă, către funcţia o. Cum seria >_„>0 an 20 este convergentă => 
seria X >o ang” este uniform convergentă pe |—r,r], suma s a ei este derivabilă pe [-r,r] şi 
s! = o, deci s este derivabilă în xo şi s(z0) = o(z0). Cum punctul zo a fost ales arbitrar din 
(—R, R) rezultă că funcţia s este derivabilă pe (—R, R) şi s = o. 


Prin raţionament recurent se obţine: 


Teorema 6.7.5 Suma unei serii de puteri este derivabilă de orice ordin pe intervalul de con- 
vergenţă şi derivata de ordinul n, s("), este egală cu suma seriei derivatelor de ordinul n. Astfel, 
dacă se cunoaşte suma unei serii, se obține prin derivare suma seriei derivatelor. 


Exemplu 6.7.2 1. Să se calculeze suma seriei t(x) = You nx”! pe intervalul (—1,1). Ob- 

servăm că termenul general al acestei serii provine dm ea aa lui x”. Cum suma seriei 
n = Y aY = gl 2 = 

> n>0 1” este s(x) = 5g rezultă că t(x) = s' (£) = ma vze(-1,l). 


Integrarea seriilor de puteri 


Teorema 6.7.6 Orice serie de puteri poate fi integrată termen cu termen pe orice interval închis 
[a,b] C (—R, R). Dacă x € (—R, R) şi s este suma seriei X „>o anx” pe intervalul de convergenţă, 
atunci g 


j a2 mă a 1 
t)dt = — . cupe a 
f s(t) aoz + Sa? + w Fe ESI 


T 
| s(t)dt = 5 i. 
0 n>0 


DEMONSTRAŢIE: Pe intervalul [a,b] suma s a seriei $Z >o ang” este o functie continuă. De 
asemenea pe acest interval seria Y_„>panX” este uniform convergentă şi functiile anz” sunt 
A > 


sau 


a 
continue. Avem I ant’ dt = ei i Yn > 0. Din teorema 6.5.2 avem 
0 n 


nt” n+l 
[se t)dt = > [a dt = Sisu 


n>0 


or 3; a +1 . Y Y 

Teorema 6.7.7 Seriile Daso anz” şi X n>0 aris” au aceeaşi rază de convergentă. 
DEMONSTRAȚIE: 

. Ami N+1 ani n+l .  |ün+1 

lim |———|= li —— -= li 

n>œ|n +2 an n=>œ| an | n+2 n-o] an 

n 
Exemplu 6.7.3 1. Considerăm seria Fasi care are raza de convergență R = 1, deci 
= n 
este convergentă pe (—1,1). Aplicând teorema 6.7.6, suma seriei s(£) = X n>1 este 
A > 


s(x) = i o(t)dt, unde o este suma seriei X` „>o £”. Cum o(t) = ra > s(x) = —ln(1 — z), 
Š > 
adică V x e (—1, 1) 
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2. Considerăm, seria SE tu pie) Ti 


(—1, 1]. Din teorema 6.7.6 suma seriei s(x) = X` >1(— piii este s(x) 4 o(t)dt, unde o 
k 0 


Această serie are mulţimea de convergenţă Me = 


este suma seriei >_„>o(—1)"a”. Avem a(t) 1H s(x) = In(1 + x), adică 


n 
Suma seriei Y >1(—1)" tZ se putea obține şi din punctul 1, dacă înlocuim x cu —x şi 
înmultim cu -1. 
3. Dacă în exemplul 1 înlocuim x cu —x? obţinem 


1 


gpa =l tata tt (Ca +... e E LI). 


Dacă integrăm termen cu termen obținem 


z 1 x3 x5 x’ xenti 
—dt=zx + +--+ (-1)” TAE 
| 1+? e SE c 


adică 
arctgz = x a: 4 E pn i 
Sea a | 


ziua x€(-1,1 
TAS TEC 


4. Considerăm seria >> n?x” şi vrem să-i calculăm suma ei pe intervalul de convergentă 
(—1,1). 


Ştim că A pa = T 1 7 Va E€ (—1,1), de unde prin derivare termen cu termen obţinem 


rsang! = T Inmultțim această relație cu x şi iarăşi derivăm termen cu termen. 
= -T 
Avem 
l+az 
J nr” z> J nano = ai! 
n>1 (1-2) n>1 (1-2) 


1 
zl +g a adică suma seriei căutate. 


(Q= 2) 


Înmulțtind cu x ultima relație obtinem Joni n?r” = 
Operatii cu serii de puteri 


Teorema 6.7.8 Dacă > >o an” şi > _n>obnă” sunt două serii de puteri având razele de con- 
vergenţă Ri, respectiv Ro, atunci: 5 

1) Suma (diferenţa) celor două serii este tot o serie de puteri care are raza de convergentă 
R > inf( Ri, R2). 

2) Raza de convergenţă a seriei a X` n>0 ant” = > n>0 aan”, unde a € R*, este Ri. 

3) Produsul celor două serii de puteri este tot o serie de puteri care are raza de convergenţă 
R > inf(Rı, Ro). 


DEMONSTRAŢIE: 1) Dacă z este un punct astfel încât |z| < Ri şi |z| < Ro, atunci seriile 
X n>0 Ant” Si Y_n>0 bn” sunt absolut convergente, de unde rezultă că şi seria Y_„>o(an + bn)x” 
este absolut convergentă şi deci R > inf(R1, R2). Există cazuri când R > inf(Ri, R2) şi anume 
dacă Ri < œ şi bn = —an => Ro = Rı şi R = œ. Dacă s şi t sunt sumele celor două serii, atunci 
suma, seriei ` >on + bn)x”, o(x) = s(x) + t(x), V x cu |z| < R. 
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Sin An+l 
a 


2) limno E: H| = limno | => seria Ysi Qanx” are acceaşi rază de convergență 


ca seria ) p >0 anx” Ai are suma T(x) = a s(x), Y x € (—Rı, R1). 

3) Seria produs a celor două serii este 3,0 G aib; ) x” care este tot o serie de puteri. 
Dacă x este un punct astfel încât |x| < Ra şi |x| < R2, atunci seriile $` p>0 anx” ṣi X n>0 bng” sunt 
absolut convergente. Din teorema lui Mertens rezultă că şi seria produs 30 €n este absolut 


convergentă, deci R > inf(R, R2). Dacă y este suma seriei produs avem y(x) = s(£)t(x), 
Vjr| < R. 

Exemplu 6.7.4 1. Să efectuăm produsul seriilor X >o £” şi $ >n>0 Fa än = ba = d, Yn> 
0. Coeficienţii seriei produs sunt 


re] 1 
a= D D gs Fl-a) 


i+j=n i+j=n 


Razele de convergenţă ale seriilor date sunt Rı = 1 respectiv Ro = 3. Raza de convergență a 
seriei produs este R > min(1,3) = 1, R=1. 


Observaţia 6.7.3 Dacă seriile Dansi anz” şi nsô bnz” au razele de convergenţă diferite, de 
ezemplu Ru < Rə, atunci pentru orice x cu Ri < |z| < Ro seria sumă (la fel şi seria produs) a 
lor este divergentă, deoarece este suma dintre o serie divergentă şi una convergentă. Prin urmare 
raza de convergenţă R a seriei sumă (produs) este R = min(Rı, Rə). 


6.8 Seria Taylor. Dezvoltări în serii 


Fie seria de puteri Xni anx” având raza de convergenţă nenulă, R Æ 0 şi s suma ei pe intervalul 
(—R, R). Aplicând în mod succesiv teorema de derivare termen cu termen pe (—R, R), obţinem 
s™) (x) = X nsp n(n- 1)... (n-k + la,z"Ff, V |e|<R i vkeN. Pentru z = 0 rezultă 


s™®(0) = klap k €N, (6.3) 
(k) 
adică ap = 2e Aşadar, coeficienții unei serii de puteri cu raza de convergență R Æ 0 sunt 


determinaţi în mod unic de funcţia suma prin relaţiile (6.3), deci 


s! s" s(n) 
s(x) = s(0) 4 + ae p-.-+ SU 


z” +..., Na SR 


Definiţia 6.8.1 Fie f: I — R, unde I este un interval, o funcţie indefinit derivabilă şi xo € I. 
fi (zo) 


Perechii ( f, £o) i se poate asocia o serie de puteri centrată în xo şi anume 3.0 a (E zo)” 
numită seria Taylor asociată funcției f în punctul xo. 


Observaţia 6.8.1 Toate proprietățile seriilor de puteri se menţin şi în cazul seriei Taylor 
(deoarece este tot o serie de puteri). 


Problema care apare este dacă seria Taylor asociată unei funcţii indefinit derivabile într-un 
punct xo care aparține domeniului funcției are şi alte puncte de convergenţă în afară de £ = zo, 
adică dacă are raza de convergență diferită de zero. De asemenea, ne interesează dacă pe tot 
intervalul de convergență suma seriei Taylor coincide cu funcția dată f. 
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0, ze[-a,0] 
Fie funcţia f : |-a,a] > R f(x) = 1 . Funcţia. f este indefinit derivabilă în 
et ze (0,a] 


punctul zo = 0 şi f(0) =0, Y n > 0. Ar rezulta că seria Taylor are toţi termenii nuli, deci suma 
funcţia nulă, dar care nu coincide cu funcţia f. 

Totuşi în anumite condiţii raza de convergenţă a seriei Taylor este nenulă şi suma ei coincide 
cu funcţia f. 


Definiţia 6.8.2 Fie f : [a,b] — R o funcţie indefinit derivabilă. Spunem că funcţia are derivate 
de orice ordin egal mărginite dacă 3 M > 0 astfel ca |f™ (x)| < M, Y x € [a,b] şi Y n >0. 


Teorema 6.8.1 Fie f : [a,b] — R o funcţie indefinit derivabilă, cu derivatele de orice ordin, 
egal mărginite pe [a,b]. Atunci pentru orice punct zo € (a,b) seria Taylor asociată funcţiei f şi 
punctului xo este uniform. convergentă pe [a,b] având ca sumă funcţia f, adică 


(n) 
fa) =Y E a- z0)”, Va e [at 
DEMONSTRAŢIE: Fie (sn) şirul sumelor parţiale asociat seriei Taylor, adică 


n (a 
sla) =J E ta - wo), 
k=0 


Scriem pentru funcţia f şi punctul xo € (a,b) formula lui Taylor cu rest Lagrange: 


Hz) = Fo) + Ca- DO ap ee 
+ Foo) — zo)” + Og — zo)" t, 
x € [a,b], unde £ este cuprins între zo şi z. Rezultă că 
f(z) = sn(x) + te — zo)” tl, Vz € [a,b] => 
stona Og =a Va e lht: 


Din ipoteză ştim că derivatele de orice ordin ale funcţiei f sunt egal mărginite pe [a,b], adică 
3 M > 0 astfel încât Y z € [a,b] şi Y n > 0 |f™(z)| < M. Aşadar 


FOE n+1 1 (n+1) n+1 
— == d — = — < 
Ha) = ana) = [ES a] = igle- zor < 
M 7 
< mr “) +1 Yge fa,b]. 
, M(b — a)” +t PE PRR: 5 i 
Seria 3_„>0 i CE RI este convergentă, (criteriul raportului de la serii numerice), deoarece 
M(b — a)” +? 
; (n+2)! i a 
l =] = Ta 
no MOa T iona 0 
(n+ 1)! 
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> 


Această serie fiind convergentă, rezultă că termenul ei general tinde la zero, adică 
M( b — d) el 
(n+ 1)! 
astfel încât V n > n(e) şi V x € [a,b] |sn(£) — f(z)| < £, adică sn a f pe [a,b], prin urmare 
seria Taylor asociată funcției f şi punctului £o este uniform convergentă pe [a,b] şi are ca sumă 

functia f. 


M(b = ajeti 
(n+1)! 


<e>Ve>0, 3n(e)eN 


0. Deci Ve > 0, 3 n(e) e N astfel încât Y n > n(e) 


Definiţia 6.8.3 Dacă în definiția 6.8.1 înlocuim xo cu 0, iar f este o funcție indefinit derivabilă 


(0) 


în punctul O € I obținem seria Mac-Laurin şi anume Y_„>0 = 


Exemple de dezvoltări în serii 


1. Funcţii trigonometrice 

a) f : R > [+1,1] f(x) = sin z; f'(x) = cosz, f'(x) = —sinz, f(x) = —cosz, fO (x) = 
sin x şi se arată uşor, prin inductie, că f(x) = sin(x + TI), vzeR. 

Cum |f(2)| < 1, Y ze R, rezultă că această funcţie este suma seriei Mac-Laurin asociate, 
adică 
| 7 pnl 
sin z = x% E iti că 0 c-ar 


b) f:R > [+1,1] f(x) = cosz; f'(x) = —sinz, f'(x) = —cosz, f(x) = sing, f® (x) = 
cosx şi se arată uşor, prin inducţie, că f(x) = cos(x + TI), vzeR. 


+...,VzeR 


Cum |f(9(2)]| < 1, Y xz € R, rezultă că această funcţia este suma seriei Mac-Laurin asociate, 
adică 


2 4 6 2n 
SE EBEN i a PER a a vc ac 
cosx = 1 z +3 GI | + (—1) O al aa 
sin g 


Dezvoltarea, în serie pentru tgx se obţine prin împărţire osz 

2. Funcţii exponenţiale şi hiperbolice 

f:R—>R f(x) = e”, Y x € R. Cum pentru Va € R, Y z € |-a,a] e” < f™(x) < e“, unde 
f(x) = e”, Y xz € R rezultă că e” este suma seriei Mac-Laurin asociate, adică 


2 3 n 
pa E Lut 
e =SIe ta bagi Po Pee VER. 
Înlocuind pe x cu —z obţinem 
2 3 n 
a A, BAe e pa DARIE 37 E i 
et itoa a + (—1) a Tew vzeR. 


3 5 2n+1 
IX IX IX £ 
hea a a aa S a a NE 
E S A 
2 4 2n 
£ £ T 
a TT, Si NA 0-75 EEN 
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Considerăm funcţia f: R—R f(z) = (1+), A€ R. Aplicăm formula Mac-Laurin acestei 
funcţii 
FO) F0) 


DAON 


x” + Ra(a), (6.4) 


ride +1 (n+1) 
1 — n+l—p e(n 
Rr) = Sai n (02) pati, 0<0<1. 
Avem fŒ (x) = AA — 1)... (A-k +1) +r) şi f09(0) =A- 1)... (A-k +1), Yk>1. 
Atunci (6.4) devine 


E EE T ASE) E A AES ale see) 
1! 2! n! 


x” + Raz), 
unde Ry() = (1 — 0-2 — 1). (A — natia + gap, 
Luând p = 1 obţinem 


Rn(£) a Oa — 1)... (A= e aus d umuala 


Rol) = un(1— 0) "(1 + Br pn, 


unde 


page AA DA n) nt, 
n! 
Pentru |x| < 1, conform criteriului raportului D’Alambert, seria J` „>o Un este absolut conver- 
gentă, deoarece 
Aà—n+1 


Un+1 ii 
n—0o n+l 


Un 


lim 
N—OO 


jæ| = |z| < 1. 


Aşadar limp_soo Un = 0. Fie 


1-0 N” 
z = 1 ES n 1 A—n—l = 1 AI 
v (1 —0)"(1+ 0) (=) (1+ 02) 
Deoarece pa < 1, atunci când |z| < 1, obţinem limp—oo vn = 0. 


Prin urmare, limp—o Rn(2) = 0 pentru orice A € R şi |x| < 1. Astfel, pentru |x| < 1 şi 
A e R, obţinem următoarea, dezvoltare în serie Mac-Laurin, numită seria binomului generalizat: 
AA — 1) 3 AA — 1)... (A—n+1) 


À 
A — FREE Teraj 
(1 +x) sleptar Eh + zI r” +... 


Seria numerică 


k AOE 20D Ant) 


pA E eN 
Ti call al 


(6.5) 
este absolut convergentă dacă A > 0. Într-adevăr, conform criteriului Raabe-Duhamel avem: 


a e a RENE a AEA, 
[Le dee) An n— o0 n— À 


deci, dacă A > 0, seria (6.5) este absolut convergentă. Obţinem că seria binomului generalizat 
este convergentă pentru z = +1, dacă A > 0. 
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Seria numerică (6.5) este convergentă pentru A > —1. Seria (6.5) fiind alternată e suficient 
AA 1)...(A-n+1 


n! 


ca termenul să tindă către zero. 


Scriem termenul general sub forma 


se a 8 pei 


Pentru A+ 1 > 0 rezultă 1 — A < F de unde |u„| < e ADI tt) a 0, deci 
lim Un = 0. 
Seria, binomului generalizat este convergentă pentru x = 1, dacă A > —1. 


Capitolul 7 


Integrale generalizate 


7.1 Integrale generalizate 


Conceptul de integrală a fost definit pentru funcţii mărginite pe intervale (multimi) compacte. 
Extinzând acest concept, renunțând la cel puţin una dintre aceste condiţii, obţinem integralele 
improprii sau generalizate. Punem problema integrabilităţii unei funcţii nemărginite pe un inter- 
val nemărginit. Această problemă este un caz particular al unei probleme mai generale şi anume 
aceea, a integrabilităţii unei funcţii pe un interval necompact în situaţia în care funcţia este inte- 
grabilă pe orice subinterval compact. Se disting pe dreapta reală opt tipuri de intervale necom- 
pacte: (a,b], [a,b), (a,b), (—o0,b], [a, 00), (—00, b), (a, œ0) şi (—00, 00), unde a,b ER a<b. 


Definiţia 7.1.1 Fie I C R un interval şi f : I — R o funcție. Funcția f se numeşte local 
integrabilă dacă este integrabilă pe orice interval compact inclus în I. 


Definiţia 7.1.2 Fie f : [a,b) —> R o funcție local integrabilă, a € R,b € R a < b. Definim 
funcţia F : ja,b) > R F(x) = i f(t)dt, YV x € [a,b). Perechea (f, F) se numeşte integrala 


a 
b—a 


improprie sau integrala generalizată a funcției f pe intervalul |a,b) şi se notează f(x)dx 
b b i 
sau f f(x)dx sau a fdz. 
a a b 
Dacă lim F(x) € R (eristă şi este finită) atunci spunem despre integrala improprie f fdz 
F i a a 


b 
că este convergentă. In caz contrar vom spune că integrala improprie / fda este divergentă. 
a 


Exemplu 7.1.1 1. Fie f:[0,00)—R f(x) = i J . Avem 


T 


© dt 
F(x) = | EFE = arctgt| = arctgx — arctg0 = arctgz , 
o d+t 


lim F(x) = lim arctgz = 
L—OO L—OO 


RA SS dg _ 
deci integrala E este convergentă pe [0, 20). 
0 
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2. Fie f : [L,œ)—> R f(x) =4, Avem 


=]lnz—-ln1=lnz, lim F(z)= lim lnr = œ, 
1 L—OO L—OO 


i * da E 
deci integrala — este divergentă pe |1, o). 
1 IX 


3. f: [0,1)—> R f(a) = Tr Avem 


= arcsint 


IX 


= arcsinz — arcsin0 = arcsinz , 
0 


lim a =- lim arcsinz = 7 ; 
x/l 2 


1 
d 
deci integrala | T 
0 1 


z este convergentă pe [0, 1). 
-T 


Definiţia 7.1.3 Fie f: á b] = R o functie local integrabilă, a € R,b € R, a < b. Definim 
funcţia F(a,0]| —> R F(z =f f(t)dt,Y x e [a,b]. Perechea (f, F) se numeşte integrala impro- 


prie a funcției f pe intervalul (a,b] şi se notează f f(x)dx sau m f(x)dx sau je fdz. 
0 a a 
Dacă lim F(x) € R (există şi este finită), atunci spunem despre integrala improprie f fdz 
>a a 

că este convergentă. În caz contrar vom spune că integrala improprie f fda este divergentă. 
Exemplu 7.1.2 1. f:(0,1]—R f(z)= d a#l. 

i 1 1 

=- [si ile 
și -qa $ 


1 
dt 1 
F(x) = A == pa 
ie e za 1 da _ 
Eristă şi este finită n F(x) oa < 1. Aşadar integrala — este convergentă > a < 1. 
T 0o £ 


z t* (1-a) 


1 1 
2. f : (0,1) —> R f(z) =lnz, F@= | In tdt = (tnt — t) 


=gzgz—]l-—rzrl i lim F(x) = 
£ anra n (x) 


T 


1 
0 > | In zdz este convergentă. 
0 


Fie f : (a,b) — R o funcţie local integrabilă, a,b € R a < b. Atunci există a < c < b astfel 


încât integralele | 1) f(x)dx şi [no f(x)dx sunt convergente dacă şi numai dacă [no f(x)dx este 


convergentă, în care caz 
[re ji = f ra jar | ra 


d ood 
Exemplu 7.1.3 f:R—>R f(x) = ma Integralele A E ee E find 


a AE dx ~. [fS dz 
convergente, rezultă că şi integrala 3 este convergentă şi 3 
-œ Î+z -œ l+ 


OO 
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7.2 Proprietăți ale integralelor improprii 


Teorema 7.2.1 Dacă f,g : |a,b) — R sunt două funcţii local integrabile, a < b,a € R,b € 
b b b 


R şi integralele f fdx şi gdx sunt convergente, atunci şi integrala J (af + Bg)dz este 
a a a 
convergentă, unde a, B sunt constante reale. 


DEMONSTRAŢIE. Notăm F(x i ftdt, G(x je | ci alis [aro i 
Bg(t)]dt, V x e [a,b). Avem a 


im Hle) = 1i f fapt) + Boldt = ti [a f rara f ba] = 


x—>b 


atin | ft t+ Bin f ol t)dt = a lim F(x z) + p lim G(z). 


b 
Cum 3 lim F(z), lim G(x) ER= J lim H (2) € R, adică integrala / (af + Bg)dz este 


r—b å 


convergentă. 


Teorema 7.2.2 Dacă f : |a,b) — R este o functie local integrabilă, a < b,a € R,b E R şi 
b b 

cE (a,b), atunci integralele I fde şi f fdx au aceeaşi natură. 
a Ç 


IX T [6 


MONS Ara Bio: Da) = 1 REE | a E E | Fat. 
Avem F(x) = I + G(x) de unde lim F(a) =I + lim G(z). Aşadar lim F(x) există şi este finită 


< lim G(x) există şi este finită. 
be aa a 


7.3 Criterii de convergenţă 


Observăm că convergenţa, unei integrale improprii se reduce la existenţa şi finititudinea limitei 
funcţiei F. 


Teorema 7.3.1 Criteriul general de convergență al lui Cauchy 


b 
Fie f : [a,b) — R o funcție local integrabilă, a < b, a E R şibe R. Integrala fdz este 


a a 
convergentă dacă şi numai dacă V € > 0, Jb, a < be <b, astfel încât V be < x < y <b să avem 
y 
f soa saca 
IX 


IX 
DEMONSTRAŢIE: Fie F(x) = / f(t)dt. Atunci enunţul teoremei se poate reformula astfel: 


b 
integrala | fda este convergentă dacă şi numai dacă Ve > 0, J be, a < be < b astfel încât 


Vbe< x <y < b să avem |F'(y) — F(x)| < e. 
b 


Dar integrala ji fda este convergentă = lim F(x) există şi este finită ceea ce este echivalent, 


conform teoremei Cauchy-Bolzano, cu V e = o. J be e [a,b) astfel încât Y be < £z < y <b 
|F(y)— F(x)| < £ şi demonstraţia teoremei este încheiată. 
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Definiţia 7.3.1 Fie f : [a,b) — R o funcţie local integrabilă, a < ba €R şib e R. Integrala 


b b 
1 fda este absolut convergentă dacă integrala | |f|daz este convergentă. 
a a 


Teorema 7.3.2 Fie f : [a,b) — R o funcţie local integrabilă, a < b, a € R ṣi b € R. Dacă 


b 
integrala f fdx este absolut convergentă, atunci ea este convergentă. 
a 


b 
DEMONSTRAȚIE. Dacă | fdx este absolut convergentă, atunci conform criteriului lui 
a 


<E. 


y 
If | dt 


£ 


y 
| f (a < € şi, aplicând criteriul 


Cauchy avem pentru orice e > 0, J b,a < be < b astfel încât V be < £x < y < b 


f "ro 


lui Cauchy, rezultă că integrala I fdx este convergentă. 
a 


Insă 


y 
z |f (t) | dt, deci V be < z < y < b avem 
i b 


Observaţia 7.3.1 Din teorema 7.3.2 rezultă că integrabilitatea funcției |f| implică integrabili- 
tatea funcției f (reciproca nu are loc), deşi ştim că pe un interval compact reciproca este adevărată 
dar afirmația de mai sus nu are loc în general. 


Teorema 7.3.3 Criteriu de comparație cu inegalităţi N 
Fie f,g : [a,b) — R două funcții local integrabile, a < b,a E€ R, b E R ṣi g(x) > 0, V x € [a,b). 


b b 
Dacă |f (x)| < glx), Y x € fa, b) şi integrala f gdx este convergentă, atunci integrala l fdx 
a a 


este absolut convergentă. 


b 


DEMONSTRAŢIE: Fie e > 0. Deoarece | gdz este convergentă rezultă, conform teoremei 
a 


7.3.1, că există be, a < be < b astfel încât V be < £x < y < b să avem 


y 
f aa < e. Dar, 


y y b 
cum f If@Œ)|dt < f g(t)dt, rezultă conform teoremelor 7.3.1 şi 7.3.2 că integrala | fdz este 


£ 
absolut convergentă. 


Exemplu 7.3.1 Fie f : [0,00) — R f(x) = e. Conform teoremei 7.2.2 e suficient să studiem 


OO 
| f Z3 _2 ee aa ză 
natura integralei e” dz; Va > laveme ? < e™”, iar integrala I e 7 da este conver- 
1 1 
gentă, deoarece 
s E 1 
F(x) = e™dt = —e™ || = el-e", r>. 
1 e 


OO 
. . . . a à — 2 = v 
Aşadar, conform criteriului comparației, integrala | e“ dz este convergentă, de unde rezultă 
1 


OO 
i e z 
că integrala | e7 dz este convergentă. 
0 


Observaţia 7.3.2 Fie f,g : [a,b) — R două funcţii local integrabile, a < bpa e R,beR şi 
b 
glx) > 0, Yz e fa, b). Dacă | f(x)| < g(x), Y x € fa, b) şi integrala f fda este divergentă, atunci 


b 
şi integrala | gdx este divergentă. 
a 
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Teorema 7.3.4 Criteriu de comparaţie la limită _ 
Dacă f,g : |a,b) — R sunt două funcţii local integrabile, a < b, a e R ṣi b e R, g(x) >0, 
f(x) 


Vg E |a, b) şi astfel încât există limita lim —— = l € R, atunci: 


z—>b g(x) 


b b 
1. Dacă integrala | gdx este convergentă, rezultă că şi integrala i fda este absolut con- 
a a 


vergentă; 
2. Dacă l #0, rezultă că cele două integrale au aceeaşi natură. 
DEMONSTRAŢIE: 1. lim fie) = | > lim /(z)] = ||, de unde Ve > 0, 3 bs, a < bẹ < b 
rd g(x) z=>b g(x) 


astfel încât V be < x < b să avem |l| — € < Ln < |l| + e. Dar, fiindcă g(x) > 0, rezultă 
b 
|f(£)| < (|ll+e)g(a) pentru bs < z < b. Cum integrala i, gdz este convergentă pe baza teoremei 
a 
b 
7.2.2 rezultă că integrala i gdz este convergentă şi din criteriul comparatției cu inegalităţi avem 
be 


b b 
absolut convergenta integralei / fdz, adică absolut convergenţa integralei | fdz (din teorema 
be a 


7.2.2). 
g(x) 


1 1 
2. LÆ 0 atunci lim u > lim — şi aplicăm punctul 1 al teoremei. 
E pe 


(x) z=b |f(2)] 1] 
Un rol important în folosirea criteriilor de comparaţie îl joacă următoarele integrale 


b oo 
| E 08 şi f di (a > 0). Pentru a Æ 1 avem 
a (b=)? Ja 2° 


SL 


_ z£ dt _ —(b — A mia z _ (b — a) el (b — arat 
Po) = | (D-ra l-a a l-a l-a ` 


b— l-a 
Există şi este finită limita lim F(x) = E < a < 1. Pentru a = 1 avem F(x) = 
T= — Q 


J =s In(b — t) |ë = —In(b — x) + In(b — a) şi lim F(x) = œ. Deci integrala f t-a Za 


este convergentă pentru a < 1 şi divergentă pentru a > 1. 
În cazul celei de-a doua integrale, pentru a Æ 1 avem 


z dt 1 £ l-a l-a 
F(x) = o E a de e 
ME l-a l-a l-a 
ae “ dt 
Există şi este finită limita lim F(z) = o a < 1. Pentru a = 1 avem F(x) = = 
zoo a-l a t 


n w Se dg i . 
Int? = Ing — lna — œ, z — œ. Deci integrala —z este convergentă pentru a > 1 şi 
z 
a 


divergentă pentru a < 1. 


Teorema 7.3.5 Dacă f : |a, œ0) — R este o funcţie local integrabilă, a € R, astfel încât există 
limita lim z“ f(x) =l, atunci: 
L—OO a 


1. Dacăa > 1 şi0s<l< œœ, integrala { fdx este absolut convergentă; 


a 
OO 


2. Dacăa < 1 şi 0< l< œ, integrala f fda este divergentă. 


a 
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f(z) 


DEMONSTRAŢIE: 1. Fie g(x) = d. Avem lim 2> =] şi, cum pentru a > 1 integrala 
T z> g(x) 
OO 
z 
l —— este convergentă, aplicăm punctul 1 al criteriului de comparatie la limită, deci integrala 
z 
Zoo 
f fdx este absolut convergentă. 
a 


[9,) 
2. Pentru a < 1 integrala f gdx este divergentă, iar din punctul 2 al criteriului de com- 
a 


OO 
paratie la limită, avem că integrala | fda este divergentă. 
a 


= da 
Exemplu 7.3.2 1. Să studiem natura inte lei | E. 
p i 1 VI+a2 
1 
lim z“———— = 1 pentru a = 1 şi deci integrala este divergentă. 


£— V1 ++ 22 


* arctgr arctgz m 
2; J E da; lim = Z pentru a = 2, deci integrala este convergentă. 
T z>% g 


Teorema 7.3.6 Dacă f : |a, b) — R este o funcție local integrabilă, a < b, a,b e R astfel încât 
există limita Iza (0 — 2)" f(x) =], atunci: 
IX 


b 
1. Dacăa <1 şi 0<l< œ, integrala | fdz este convergentă. 
a 


b 
2. Dacăa > 1 şi 0<l sooo, integrala f fdx este divergentă. 
a 


f) 


f 1 ; zidi ` 
DEMONSTRAŢIE: 1. Fie g(x) = ma. Avem lim —— = I întrucât pentru a < 1 
îi SEA ON) o a) NEA De Say, el p 
b 

integrala f G-a este convergentă, aplicând punctul 1 al criteriului de comparatie la limită, 

—z 

a 
b 
rezultă că integrala f fdx este convergentă. 
a 


b 
2. Pentru a > 1 integrala f gdz este divergentă şi, din punctul 2 al criteriului de comparație 
a 


b 
la limită, avem că şi integrala l fda este divergentă. 
a 


1 
Exemplu 7.3.3 1. | e i lim (1— 2) 
0 1 — z2 71 


T 1 1 la 
= pentrua =z <1, deci integrala 
Vl=a2 Va 


este convergentă. 


1 

1 1 

2. Í i T 23 liga (4 2i 2m3 pentru a = 1, deci integrala este divergentă. 
0 T Tx — T 


Teorema 7.3.7 Dacă f : (a,b] — R este o funcție local integrabilă, a < b, a,b e R astfel încât 
ezistă limita liMs—=alx — a)“ f(x) = l, atunci: 


b 
1. Dacăa <1 şi 0<l< œ, integrala f fda este convergentă; 
a 
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b 
2. Dacăa > 1 şi0<l< œ, integrala | fda este divergentă. 
a 
Teorema 7.3.8 Criteriul integral al lui Cauchy 
Dacă f : [1,00) — R+ este o funcţie reală, pozitivă şi descrescătoare pe [1, 00), atunci urmă- 
toarele afirmaţii sunt echivalente: 
n 
1. şirul (un), Un = f f(x)dx este convergent; 
1 
2. seria numerică X> > f(n) este convergentă; 


OO 
SA integrala | f(x)dx este convergentă. 
1 


DEMONSTRAŢIE: 1 < 2 Deoarece f este descrescătoare şi pozitivă, rezultă că f(n) < 
n 
f f(x)dx < f(n-1) ,VYn > 2 şi atunci 
n—l 


n n n-—l 
So f(h) = FD m = | Fade < Y Fk) (7.1) 
k=1 > k=1 


Dacă şirul (un) este convergent, rezultă că el este mărginit, deci există M > 0 astfel încât 
un LSM, Yn>1 (7.2) 


Dacă notăm sn = Yoo f(k), girul sumelor parțiale asociat seriei $>; f(n), atunci din (7.1) şi 
(7.2) obţinem sn < f(1) + M,Y n > 1, adică girul (sn) al sumelor parţiale este mărginit. Din 
teorema 5.6.1 rezultă că seria Y_„>, f(n) este convergentă. 

Presupunând acum, că seria Y-„>1 f(n) este convergentă, avem că şirul (sn) este mărginit, 
deci există Mı > 0 astfel încât sn < Mı, Y n > 1. Din (7.1) avem un < M1, Y n > 1, adică şirul 


(un) este mărginit şi, cum el este şi descrescător, rezultă că (un) este convergent. 
1 = 3 Presupunem şirul (un) convergent şi notăm F : [1,00) —R 


F(t) = | f(x)dz. 


Întrucât Y ti, t2 € [1, 00) cu ti < tz avem F (t1) < F(t2) şi cum [t] < t < [t]+1 = [t+ 1] avem 


T s f AA aes | da I aa, 


de unde Y t € [1, 00) F(t) < ujr+ya]. Deoarece şirul (up) este mărginit (fiind convergent), rezultă că 
3 M > 0 astfel încât un < M, Y n > 1. Prin urmare, V t € [1,00) F(t) < M, deci im F(t) ER, 
—00 


OO 
de unde avem că integrala I f(x)dx convergentă. 
1 


OO 
3 > 1 Presupunem integrala fdaz convergentă. Atunci există lim F(x) € R, deci 
L—OO 


1 
V £n — œ şirul (F(£n)) este convergent. Alegând £n = n obţinem F(n) = un, adică şirul 
(un) convergent. 


OO 
d 
Exemplu 7.3.4 1. Pentru a afla natura integralei ji asi folosim criteriul integral al lui 
1 £ 


Cauchy. Considerăm funcția f : [1, 00) — Ru f(x) = d. Seria armonică generalizată 
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Yasi A este convergentă pentru a > 1 şi divergentă pentru a < 1. Aşadar integrala 


OO 
x 
i —— este convergentă pentru a > 1 şi divergentă pentru a < 1. 
Ï £ 


; 1 | SP 9 dx a 
2. Seria PD nnn)? are aceeaşi natură cu integrala À sapa convergentă pentru a > 


1 şi divergentă pentru a < 1. 


Teorema 7.3.9 Criteriul lui Abel E 
Dacă f,g : [a,00) > R sunt două funcţii de clasă Cl|a, oo) astfel ca lim f(x) = 0 si | f'da 


să fie absolut convergentă, g continuă, iar funcţia G(x) = g(t)dt mărginită pe |a, 00), atunci 
a 


OO 
I fgdx este convergentă. 
a 


DEMONSTRAŢIE: G mărginită = J3 M > 0 astfel încât |G(x)| < M pentru orice æ € [a, oo). 
| DDE gonit = | rotat, Ye e la) 


| “aa = fiat) - f “(poa < Fate) -M i “poa, 
(FO < MP, vre la). 


IX 
Fiindcă există şi este finită limita lim [f(x)G(x) — m | f'(t)dt], atunci există şi este finită 
L—OO a 


T IX 
limita lim I (f9)(t)dt, prin urmare integrala | fgdz este convergentă. 
L—OO a a 


este absolut convergentă. 


da; lim ( = 
t 


Exemplu 7.3.5 Integrala | 
1 


1 oo (o.e) 1 
Fa) = z feco), | Piz = f -4 


OO 
deci integrala 1 f'dz este absolut convergentă. 
1 
IX 
glx) = sina este continuă, G(x) = I sin tdt = — cos t|] = cos1 — cosx este mărginită. 
1 


KER 

i aha a ; sin g E 

Atunci, conform criteriului lui Abel, integrala f —— da este convergentă. 
1 IX 


Capitolul 8 


Integrale curbilinii 


8.1 Drumuri. Curbe 


Definiţia 8.1.1 Fie [a,b] C R un interval. Orice funcţie con- 
tinuă F : [a,b] — R” se numeşte drum în R”. 

Im F = Fl|a,b] se numeşte urma drumului (sau traiectoria 
sau holograful drumului). 

Dacă F = (fa, f2,..., fn) cu fi : [a,b] — R, fi e COla,b], 
atunci 


zi = fı(t) 
z2 = falt) 
| , t € [a,b], se numeşte reprezentarea para-x Figura 8.1: 
Tn = fnt) 


metrică a drumului F. 


Exemplu 8.1.1 1. F: [0,7] — R? F(t) = (cost,sint) este drum în R?. Reprezentarea para- 
x = cost 


ai N t € [0,7]. 


metrică a acestui drum este dı : l 


2. F: |-1,1] — R? F(t) = (t, VL — t?) este drum în R?, care are aceeaşi traiectorie ca şi dru- 
: =t 
mul dı, dar parcursă în sens contrar şi reprezentarea parametrică də : l ; E TE tE 
[-1, 1] : 
Definiţia 8.1.2 Dacă F : [a,b] — R? este un drum în R”, atunci F(a) şi F(b) se numesc 
extremităţile drumului. Dacă F(a) = F(b), atunci drumul se numeşte drum închis. 


În drumul dı (exemplul 8.1.1), dacă t € [0,27], atunci acesta este închis. 
Definiţia 8.1.3 Dacă pentru un drum F : [a,b] — R”, F e Ci(|a,b]) şi F'(t) Z Ogn, pentru 


orice t € [a,b] (adică FP + JZ) +-+ f2(0) > 0 pentru orice t € [a,b]), atunci acesta se 
numeşte drum neted. 
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za Fla) 

Drumurile F : [a,b] — R” şi G : [c,d] — R” se numesc 

juztapozabile, dacă b = c şi F(b) = G(c). În acest caz drumul 
e F(t), te [a,b] 

. n PS: ) ) 
H : |a,d] — R”, definit prin H(t) = i GH). te [bd se Gd 
numeşte juztapunerea (sau concatenarea) drumurilor F şi G F(b) = G(c) 5 
şi se notează H = FUG. O y 
În figura 2 avem un exemplu de drumuri juxtapozabile în R3. 

ui Figura 8.2: 


Definiţia 8.1.4 Un drum F : [a,b] — R” se numeşte neted pe porţiuni dacă el este juztapunerea 
unui număr finit de drumuri netede. 


În continuare vom presupune că F este un drum în spaţiu tridimensional R°. 


Fie F : [a,b] — R? un drum în R? având 


Z 
reprezentarea parametrică MM 
MM 
z= f(t) 
d: 4 y=g(t) , tE [a,b], f,g,h € C°|a,b] (8.1) 
z= h(t) 
> 
şi A:a=to<tiy <- <tn-1 <tn = b o diviziune O Y 
a intervalului [a,b]. Punctele Mo(f (to), g(to), h(to)), 
Mı (fti), g1), ht1)), ---, MnC F (tn), Itn), h(tn)) 
determină o linie poligonală ce are vârfurile situate 
X 


pe ImF, iar Mo şi Mn reprezintă extremităţile dru- 
mului F. Figura 8.3: 
Lungimea acestei linii poligonale, la, este 


n—1 


la = 5 (Eltiri) — Ft? + (altira) — alti) )? + (lti) — h(6))7] 


i=0 


a (8.2) 


Se observă că, dacă se înlocuieşte diviziunea A cu o diviziune mai fină, la creşte. 


Definiţia 8.1.5 Un drum F : [a,b] — R? se numeşte rectificabil dacă mulţimea {la} este ma- 
jorată. Marginea superioară a acestei mulţimi se numeşte lungimea drumului F şi se notează 
I(d) = supaepla, unde D = mulţimea tuturor diviziunilor intervalului |a, b]. 


Definiţia 8.1.6 Fie f : [a,b] — R o funcţie şi A = (x0,x1,...,2n) o diviziune a intervalului 
[a,b]. Numărul real pozitiv 


Va = |f (21) — f(zo)] + [f (2) — F(21)| +- fan) — F(2n-1)l 


se numeşte variaţia funcţiei f relativă la diviziunea A. 
Funcţia f se numeşte cu variaţie mărginită pe intervalul [a,b] dacă există un număr M > O 
astfel încât Va < M, VA ED. 


Teorema 8.1.1 Criteriu de rectificabilitate al lui Jordan 
Drumul d având reprezentarea parametrică (8.1) este rectificabil dacă şi numai dacă funcțiile 
f.g,h sunt cu variație mărginită. 
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DEMONSTRAŢIE. Sumele 


n—1 n-—l n—1 
> [f (ti+1) = f(ti)l, DI l9(ti+) — g(t:)l, DD [h(ti+1) — h(t) (8.3) 
i=0 i=0 i=0 
sunt mai mici decât 
n—1 
(Elti) = FED? + (Altia) — I)? + Altia) = REDT (8.4) 
1=0 


Dacă drumul d este rectificabil, atunci suma (8.4) este majorată, deci sunt majorate şi sumele 
(8.3), adică functiile f, g, h sunt cu variaţie mărginită. 
Invers, presupunem funcţiile f,g,h cu variaţie mărginită. Cum 


n—l 


[CF (tara) — FD? + altiri) — Ilt)? + (Ptr) — At] < 


e 
Il 
(= 


< 3 |/(tira) — F(t) + lg(tira) — g(ti)l + Alti) — RCti)l, 


iar suma din dreapta este majorată (f,g,h cu variaţie mărginită), atunci {la } este majorată, 
adică drumul d este rectificabil. 


Teorema 8.1.2 Orice drum neted d de forma (8.1) este rectificabil şi lungimea drumului este 
b 
e I VIPO + 920 +h? (tdt. 


DEMONSTRAŢIE. Întrucât f,g,h € Clla,b], rezultă că ele sunt cu variaţie mărginită şi 
conform teoremei 8.1.1 drumul d este rectificabil. 

Fie A :a = to < tı <- < tn =b o diviziune a intervalului |a, b]. 

Aplicând teorema creşterilor finite a lui Lagrange pe fiecare subinterval [t;, ti+1] C [a,b] se 
obțin punctele t; < £i, ti, Ci < ti+1 astfel încât 


(tara) — F(ti) = FE) lti — ti) 
g(ti+1) — g(ti) = g' (m) (tiz — ti) 
h(tiz1) — h(t) = W (Gti = ti). 


Atunci relația (8.2) devine 


n—l1 
la = KVE AR Oea- 


= SVr (Ti) + R(T) (tisa — ti) + 


+ 3 wra +92) +G- 


— y FT) +g?) + 200) (ti = ti), (8.5) 
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pentru orice 7; € |ti, tiu]. 
Considerăm funcţia G : [a,b] x [a,b] x [a,b] — R, unde 


G(,y,z ) = 720) y)+h2(2), Yx,y,z E€ lab]. 


Funcţia. G este continuă pe mulţimea D = fa, b] x [a,b] x [a,b], deci uniform continuă pe D. Prin 
urmare, pentru orice e > 0, există ô(e) > 0 astfel încât pentru orice (x,y, z), (x',y', z’) € D cu 
|z — x'| < 6(2), |y — y'| < (e) şi |z — 2] < (£) avem |G(x, y, z) — G(x’, y’, z| < €. 

Alegem diviziunea A a intervalului [a,b] astfel încât v(A) < 6(2), iar (x,y,z) = (ĉi, ti, Gi), 
(d, y', 2) = (Ti, Tis TN 

Atunci pentru a doua sumă din (8.5) obtinem 


n—l 


5 IG(&, m, G) — Gri, Tis (tara = ti) < 
i=0 
n—1 


< |G (£i, ni, Gi) = CAT Tiz Ti) bai = ti) < e(b — a). 


i=0 


š F š —] š i % m Y 
Prima sumă din (8.5) 320 G(Ti, Ti, Ti)(ti+1 — ti), reprezintă o sumă Riemann corespunzătoare 


functiei y f'2+ g? + h'2, diviziunii A şi punctelor intermediare 7;. Functia y f2 + g? + h'2 fiind 
continuă pe fa, b] este integrabilă pe acest interval. 
Dacă (A,) este un şir de diviziuni ale intervalului [a,b] cu norma v(A,„) — 0, atunci 


b 
lim la, = | VFO + 920) + nat 


Definiţia 8.1.7 Două drumuri F : [a,b] — 


R? şi G : [c,d] — R3 se numesc echivalente g 
şi se notează F ~ G (sau d ~ d' unde d, d' 
sunt reprezentările parametrice ale lui F şi 
G) dacă există o funcție p : [a,b] — [c,d] 
continuă, strict crescătoare cu p(a) = c, 
p(b) = d şi astfel ca F(t) = G(p(t)), pentru Figura 8.4: 
orice t € [a,b]. 
Observaţia 8.1.1 Deoarece y([a,b]) = [c,d], rezultă că două drumuri echivalente au aceeaşi 
imagine. 
Teorema 8.1.3 Orice drum echivalent cu un drum rectificabil este rectificabil. 
fie) 
DEMONSTRAȚIE. Fie drumurile echivalente dı : y=g(t), t e [a,b] şi d2 
z = h(t) 
T = falt) 
y= g2(t) y hE [c, d]. 
z= ha(t) 


Deoarece di ~ d2, rezultă existenţa funcţiei y : [a,b] — [c,d] continuă, strict crescătoare cu 
pla) = c, p(b) = d, fi(t) = fa(p(0)), gt) = g2(p(0)) si hit) = ha(p(t)), pentru orice t € [a,b]. 
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Orice diviziune A2 : c = th < t} <- < t, = da intervalului |c, d) este imaginea prin p a 
unei diviziuni A : a = to < tı <::: < tn = ba intervalului [a,b]. Reciproc, oricărei diviziuni 
A a intervalului [a,b] îi corespunde o diviziune A2 a intervalului [c, d]. Deci 


n—l 


la, = X (futa) = A(t)? + (g1 (tit) = 91 (t:))? + (haltita) = ha ti) 


1=0 
n—l 
= 5 [Ut — fa(0992 + (oala) — 9200992 + (hala) — ha(0)P] 7 = 142. 
1=0 


Dacă də este drum rectificabil, atunci mulţimea ţa, Y este majorată. Cum mulțimile ţa, }, {laa} 
coincid, rezultă că şi (A, ) este majorată, prin urmare drumul d. este rectificabil. 
Mai mult, două drumuri rectificabile şi echivalente au aceeaşi lungime. 


Teorema 8.1.4 Relația” ~” din definiţia 8.1.7 este o relaţie de echivalență. 


DEMONSTRAŢIE. Relaţia ” ~” este reflexivă, deoarece luând y = 1a b], pentru orice drum 
F avem F ~ F. 

Dacă F ~ Fo, Fi: [a,b] — RÌ, F> : [c,d] — R?, atunci există functia p : [a,b] — [c,d] 
continuă, strict crescătoare cu p(a) = c, (b) = d şi Fi(t) = Fo(p(0)), pentru orice t € [a,b]. 
Functia p fiind bijectivă, p7! este continuă, strict crescătoare, p1(c) = a, p71 (d) = b ṣi Fo(t) = 
F.(p-1(t)), pentru orice t € [a,b], adică Fo ~ F}. 

Dacă Fi ~ Fo şi Fo ~ F3, Fi: [a,b] — RÌ, F> : [c,d] — R3, F; : [e, f] — RÌ, atunci există 
funcţiile y : [a,b] — [c,d], Y : [c,d] — [e, f] continue, strict crescătoare cu y(a) = c, (b) = d, 
y(c) = e, (d) = f şi astfel ca Fi (t) = Folylt)), Fot) = F3(V(0)). Functia Y o p : [a,b] — fe, f] 
este continuă, strict crescătoare, (Y o p)(a) = y(yla)) = Yle) = e, (Y o p)(b) = v(p(b)) = 
(d) = f şi astfel ca Fi (t) = Fa(p(t)) = F3(V(p(0))) = F(Y o p) (t)), pentru orice t € [a,b] adică 
F~ R. 


Observaţia 8.1.2 Relația de echivalență împarte mulţimea tuturor drumurilor în clase de 
echivalență disjuncte. Deci două drumuri sunt echivalente dacă şi numai dacă aparțin aceleiaşi 
clase. 


Definiţia 8.1.8 Se numeşte curbă o clasă de drumuri echivalente. 

Imaginea curbei este imaginea unui drum conținut de curbă. Curba închisă este curba care 
conține cel puțin un drum închis (orice drum echivalent cu un drum închis este, de asemenea, 
închis). Curbă rectificabilă este curba care conține cel puţin un drum rectificabil. Lungimea unei 
curbe rectificabile este lungimea comună a drumurilor ce alcătuiesc această curbă. Curba netedă 
este curba ce conține cel puţin un drum neted. Curbe justapozabile sunt două curbe C1 şi Co 
pentru care există un drum di € Ci şi un drum do E€ Ca astfel ca dı şi do să fie juztapozabile. 
Clasa de echivalență a drumului d = di U da se numeşte justapunerea curbelor C1 şi Ca şi se 
notează C = C1UC3. O curbă C se numeşte netedă pe porțiuni dacă este juxtapunerea unui 
număr finit de curbe netede C;,i = 1,n, adică dacă C = U; Ci. Orice curbă netedă pe porţiuni 
este rectificabilă. Dacă l(C) este lungimea unei curbe rectificabile, atunci pentru o curbă netedă 
pe porţiuni avem I(C) = X; (C3). 


În cele ce urmează vom nota prin reprezentări parametrice de tipul (8.1), atât drumurile cât 
şi curbele, fără a exista nici un pericol de confuzie după cele prezentate anterior. 
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Observaţia 8.1.3 1. Toate noţiunile şi proprietăţile expuse, care s-au referit la drumuri şi 
curbe în spațiu, se transpun fără nici o problemă la drumuri şi curbe în plan. De exemplu, 


b 
lungimea unui drum neted în plan este l(d) = 1 
2. Fie d: [a,b] — R? un drum definit de: 


` | x= p(t) cost 
d: i poala e te [a,b], (8.6) 
unde t se numeşte unghi polar, iar y este o funcţie continuă ọ : [a,b] — R. Dacă y este o 
funcţie de clasă C!|a,b], atunci drumul (8.6) este rectificabil şi lungimea lui este 


b 
d) = I SPE) + otd (8.7) 


Într-adevăr, avem x = f(t), y = g(t), unde f(t) = p(t) cost, g(t) = y(t) sint, pentru orice 
te [a,b], f,g € Ct[a, b]. Conform teoremei 8.1.2 drumul (8.6) este rectificabil şi 


= 720 sat (8.8) 


Însă, f'(t) = p'(t) cost — p(t)sint şi g'(t) = p'(t)sint + y(t) cost, 
FO +g? = p2(0) cos2t — 2p(t)p'(t) costsin t + p 2 (t) sin? t + 
+p 2(t) sin? t + 2p(t)p'(t) cos tsin t + p2(t) cos? t = y E + p2(t) 
şi înlocuind în (8.8) se obţine relaţia (8.7). 
Exemplu 8.1.2 1. Să se calculeze lungimea curbei plane C definită prin reprezentarea para- 
metrică C : l pila (ai ac, t e [0,27],a > 0. Avem x'(t) = a(l — cost), 


y = a(1 — cost) ? 
y() = asint, 


27 27 
(C) = i 1/x'2(t) + y2(6dt = l VU — cost)? + a? sin? tdt = 


27 


t 
= a me aat sin dt = 4acos 5 = 8a. 
0 0 
2. Să se calculeze lungimea curbei C (elicea circulară) definită prin reprezentarea parametrică 
x = acost 
C: 4 y=asint , te [0,27], a,b >Q. 
z = bt 


27 27 
(C) = | V'a? sin? t + a? cos? t + b2dt = A Va2 + bdt = 2r y a? + b2. 
0 0 


Integrale curbilinii 


Integrala curbilinie este o extindere a integralei definite, unde intervalul de integrare [a,b] se 
înlocuieşte cu un arc de curbă. 

Problemele care conduc la introducerea, integralelor curbilinii provin din fizică: problema 
determinării masei unui fir material, problema, determinării sarcinii electrice totale a unui fir 
material atunci când se cunoaşte densitatea de repartiție în fiecare punct al firului, problema 
lucrului mecanic efectuat de o forţă de-a lungul unui arc de curbă, etc. 
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8.2 Integrala curbilinie în raport cu lungimea arcului 


Considerăm un fir material având grosimea neglijată. Intrucât firul material are lungime vom 
presupune că el este imaginea. unei curbe rectificabile C, dată de ecuaţiile parametrice: 


= PL 
C: 4 y=g(t), tela, b], f,g,h E C°[a,b] (8.9) 
z= h(t) 


Pe firul material presupunem distribuită o masă de densitate p(x, y, 2), pentru orice (x,y,z) € 
I(C). Problema determinării masei unui fir material conduce la noţiunea de integrală curbilinie 
în raport cu lungimea arcului (sau de speța întâi). 

Pentru fiecare t € [a,b] notăm Cs curba rectificabilă dată de reprezentarea parametrică 


z= f(t’) 
Ci: 4 y=g(t) , telat 
z = h(t") 


şi cu l(t) lungimea acestei curbe, care este o funcţie strict crescătoare pe intervalul [a,b]. 
Fie A: a= tọ < tı < --- < tn = b o diviziune a intervalului |a, b]. Masa firului material poate 
fi aproximată prin suma Xpo p(f(6), gE), PCE) ) ngi — l), unde £; € [ti tii], i =0,n =T. 


Definiţia 8.2.1 Fie F : D — R o funcție reală, unde D C R? este un domeniu (mulţime deschisă 
şi coneză) ce conţine imaginea curbei rectificabile C dată de (8.9). Dacă integrala Stieltjes 


b 
J FU) g(0), n()dtt) (8.10) 


există, atunci ea se notează | F(z,y, 2)dl şi se numeşte integrala curbilinie a funcţiei F de-a 


lungul curbei C, iar funcţia F se spune că este integrabilă în raport cu lungimea |, de-a lungul 
curbei C. 


Observaţia 8.2.1 Pie A : a = to < ti <::: < tn = b o diviziune a intervalului [a,b] 
şi A Mo(/ (to), g(to), h(to)), Mı(f(tı), g(t1), h(tı)), ii Mn(F (tn); 9(tn), h(tn)) o diviziune a 
curbei C corespunzătoare diviziunii A, cu v(A') = max; oa (Mi Mia) norma diviziunii A', 
sar Ni(f (€i), g€), h(6)) EM Miau, & € |ti, ti41], i = 0,n — 1 puncte situate pe arcul MM. 
Considerăm suma owr = X20 F(F (E), (i), h(8)) (Mi Mis). 

Funcția F este integrabilă în raport cu lungimea l, de-a lungul curbei C, dacă pentru orice 
şir de diviziuni (Ap) ale curbei C cu norma v(Ah) — 0, şirul corespunzător (oa; r) are limită 


finită, care este f F(x,y, z)dl. 
C 


Teorema 8.2.1 Ezristența şi valoarea integralei curbilinii (8.10) nu depind de alegerea drumului 
ei ci doar de curba C. 
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DEMONSTRAŢIE. Fie di, d> două drumuri rectificabile, di ~ do, având reprezentările para- 


metrice: 
IL = filt) IL = falt) 
di y=g(t), te laa,bi], d2: 4 y=g2(t), telab], 
z = h(t) z = h(t) 


fi; 9 ha e C?jai, bi], f2,g2,h2 € C}[az2,b2] şi presupunem că există integrala curbilinie 


j F(A), g(t), h (dal). 


Considerăm A : aj = to < tı <::: < tn = bı o diviziune a intervalului [a1, b1]. Deoarece 
dı ~ do, rezultă că există o funcţie continuă, strict crescătoare p : [a1, b1] — faz, b2] astfel ca 
plai) = az, p(b1) = ba şi fit) = falt), gu(t) = ga(p(t)), hit) = ha(p(t)), pentru orice 
t € [abi] şi A’ : a2 = To <<: < Tn = b2, unde T; = p(t,), i = 0,n este o diviziune a 
intervalului [a2, bə]. 

Fie £; € |t;, ti+1], pentru orice i = 0,n — 1. Atunci există punctele m; = p(8) € [Ti, Ti+1], i = 
0,n — 1. Din echivalența drumurilor dı şi d2 avem l(t) = l2ə(T). Atunci 


n—l 
CAP = F(fu(&), g1 (£i), ha (éi) ) (la (tiz) — (ti) = 
i=0 
n—l 
= SO Ffm), gn), h(l Tia) — b(7)) = oare (8.11) 
1=—0 


Aşadar, pentru orice şir de diviziuni (A,) ale intervalului [a1, b1] cu norma v(A„) — 0, şirul 

corespunzător prin funcţia uniform continuă g,(A,), de diviziuni ale intervalului |a2,b2] are 

norma v(A') — 0, iar şirul corespunzător (oa; F) are limită finită, conform relaţiei (8.11) şi 
b2 

observației 8.2.1, deci există integrala curbilinie I F(fa(7), ga(7), ha(r))db(7) şi în plus, 


a2 


bi b2 


F(A, 9(t), ME) (t) = / F(fa(7), sar), a. 


a1 2 


8.3 Calculul integralei curbilinii în raport cu lungimea arcului 


Teorema 8.3.1 Dacă curba C dată de reprezentarea parametrică (8.9) este netedă, iar funcţia 
F: A — R este continuă, unde D C R? este un domeniu ce contine imaginea curbei C, atunci: 


| Fenaa f puso ZOMO t) + g?2(t) + h2(0dt 


DEMONSTRAŢIE. Conform teoremei (8.1.2), pentru orice t € [a,b] 


t 
I(t) = 1 yu) + g°(u) + h2(u)du. Este suficient să arătăm că l(t) este cu derivata continuă 
pe [a,b] pentru a putea aplica teorema de reducere a unei integrale Stieltjes la o integrală Riemann 
(vezi [10], vol. II, pag. 24). i funcţia y f'2(u) + g2(u) + h'2(u) este continuă pe [a,b], 
rezultă că l este derivabilă şi V(t) = V f2(6) + g2(0) + h2(6). Atunci 
f Fenda = | EEO IOMON = 
C a 


f FEO, IOAPO 1I + dt 
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Observaţia 8.3.1 1. În condiţiile teoremei 8.3.1 forma diferenţială 


dl = yj f'2(t) + g(t) + h'?(t)dt 


se numeşte element de arc. 


2. Fie C o curbă rectificabilă în plan având reprezentarea parametrică 
C: T= FE) 


y = g(t) ? t € [a,b]. Similar se defineşte integrala curbilinie a unei funcții F 


definită pe un domeniu D din plan ce conține imaginea curbei C. Dacă, în plus, curba C 
este netedă, iar funcția F este continuă pe domeniul D, atunci 


b 
f ER = | FF, AFO + spa 
C a 


3. Dacă curba C din plan este dată sub forma y = f(z),z € [a,b], f e Clla,b], atunci 
elementul de arc se scrie sub forma dl = y1+ f? (x)dz. 


Exemplu 8.3.1 1. Să se calculeze integrala curbilinie I = | xydl, unde 
C 


1 
C : y= x?, x € |-1,1]. dl = V1 +4r?dr > I = I x? V/1 + 4r?dz = 0, deoarece funcţia 
Aj 


x?V1 + 4r? este impară. 
2. Să se calculeze integrala curbilinie I = f Vy(2 — y)dl, unde 
C 


Aaa E 
y = 1-— cost 


d = 4/ Ft) + g°(t)dt = Vu — cost)? + sin? tdt = v2 — 2 cos tdt; 
3 2 
fi e V( — cost)(1 + cost)V2 — 2costdt = A | sin tv — cos tdt 
0 0 
2 pile aat 8 „ti 2V2 
= af sin” > cos dt = sin” > = ua, 
0 
x = acost 
3. Să se calculeze integrala curbilinie I = f xyzdl, unde C : y =asint , 
C z=bt 


t € [0,27]; di = va? + bdt, 


27 27 
1 
I= F a?bt sin t cos ty a2 + b2dt = zr bV a2 + Pf tsin 2tdt = 
0 0 


1 
= -70b a2 + b2t cos 2t 


27 27 
1 
+ PGA a2 + EI cos 2tdt = — PV a2 + b2. 
0 


0 
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Observaţia 8.3.2 Dacă curba C din spaţiu este netedă pe porţiuni, adică C = UJ; Ci şi funcția 
F este integrabilă în raport cu lungimea fiecărei curbe Ci, atunci 


| Fewoda=S| F(x,y, 2)dl. 
Ci i=1 Ôi 


Exemplu 8.3.2 Să se calculeze integrala I = ji (x+y+z)dl, unde 
C 
C = C1 U Ch, iar curbele Ci şi Co sunt definite de reprezentările: 


x = acost e 
Ci: y=asint , te [0,2], 
z=l (a, 0, 0) 
xr=0 x Figura 8.5: 
C2: 4 y=a—t, te|Oal. 
Z= 
Atunci 
Eu a 
I = i (@+y+ ad | (@+y+adi= |” alost+ simidi | av2dt 
Cı C2 0 (0) 


= 20a? +a? V2 = (2 + vV2)a? 


8.4 Integrala curbilinie în raport cu coordonatele 


Extindem conceptul de integrală Riemann a unei funcții mărginite definite pe un interval 
[a,b] la funcţii vectoriale definite pe lungimea unei curbe. 

După cum se ştie din fizică, lucrul mecanic efectuat de o forță constantă F ce se deplasează 
rectiliniu pe un segment AB este produsul scalar L = (F, AB) = || F|] || AB|| cos, unde 8 este 
unghiul pe care-l face forţa F cu directia AB. Dacă forţa F este de componente P,Q şi R, 
F = Pi + Qj + Rk, iar punctele A şi B de coordonate A(z1,y1, 21), respectiv B(£2, Y2, 22), 
atunci L = P(x2 — z1) + Q(y2 — y1) + R(z2 — z1). Considerăm o curbă rectificabilă şi netedă dată 
de reprezentarea parametrică 


z = f(t) 
C: 4 y=g(t), telab] f,g,hE€C|a,b] (8.12) 
z = h(t) 


şi F: D —> RF = (P,Q,R) o functie vectorială definită pe un domeniu D C R? ce 
conţine imaginea curbei C. Ne propunem să calculăm lucrul mecanic efectuat de forţa F de- 
a lungul curbei C =AB, unde A(f(a),g(a),h(a)), respectiv B(f(b), g(b), h(b)). Fie A : a = 
to < ti <- < tn = b o diviziune a intervalului [a,b] căreia îi corespunde o diviziune 
A : A = Mo, Mi,..., Mn = B a curbei AB, unde M;(f(ti), g(ti), h(ti)), i = 0,n. Are 
loc şi reciproca, dacă A’ : A = Mo, Mı,..., Mn = B este o diviziune a curbei AB, unde 
Milf (ti), g(ti), h(ti)), i = 0,n, atunci A: a = to < ti <-:: < tn = b este o diviziune a 
intervalului fa, b]. 
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Alegem punctele intermediare £; € [t;, ti+1] ale diviziunii A, Ni 
cărora le corespund punctele N;(f(£;), (4), h(4)) eMMiuu, 
1=0,n-—1. _ A=M9 

Lucrul mecanic efectuat de forta F de-a lungul curbei C îl > 
vom aproxima cu suma O 


n—l 
La = VPN), Mi Min), 


ae Figura 8.6: 


X 


adică cu suma lucrurilor mecanice efectuate de forţele constante 
F(N;) pe segmenetele M;Mi+1, i = 0,n — 1. Atunci 


n P(f s PEDE (ti) — F t:)) + QE), gli), AEO lti) — 
= It) + R(F (Ei), 9(8), h(8:))(h (tir) — h(t)). 


Definiţia 8.4.1 Dacă pentru orice şir de diviziuni ale curbei C, (A), cu norma v(A',) — 0 şi 
pentru orice alegere a punctelor intermediare €E} € |t}, ti 1] ale diviziunilor (An) ce corespund 
diviziunilor (A',) suma 


Sr P(f Ei) (SDU (bi) = FE) + RU (8), EE) EED OE) — 
= T) + ROCE) IEE) PEED Ai) — At) (8.13) 


are limită finită, atunci această limită se numeşte integrala curbilinie a funcției F în raport cu 
coordonatele sau integrala curbilinie de speța a doua. Limita sumei (8.13) se notează 


| P(x,y, 2)dz + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, 2)dz (8.14) 
c 
Observaţia 8.4.1 

1 | Pl zde +Qle,y,z)dy Ram) = [ru PUF ol), EdF (E) + 


b 
+f ouo „h(t))dg(t) + foii 


2. Integrala curbilinie în raport cu coordonatele în plan se defineşte în mod similar. 


8.5 Calculul integralei curbilinii în raport cu coordonatele 


Teorema 8.5.1 Fie C -ÁB o curbă netedă în spațiu dată de (8.12) şi F: D —> RÌ, F = 
(P,Q, R) o funcție vectorială definită şi continuă pe un domeniu D C R? ce conține imaginea 
curbei AB. Atunci 
b 
[Pevar + Qey zdy + Rem = | PEO IOMPO 
+Q CE), g(t), hE) (E) + ROCE, gC), h(0)h' (t)]dt. 
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DEMONSTRAŢIE. Fie A : a = to < tı < ++- < tn = b o diviziune a intervalului [a,b], căreia 
îi corespunde diviziunea A’ : A = Mo, Mı, ..., Mn = B a curbei AB, M;(f (ti), g(ti), R(ti)), i = 
0,n şi punctele N; EMiMiq1, Ni(f(&),g(8), h(i) ), unde £; € [t;, ti+1] şi considerăm suma 


n—l1 


NO PFE), E), MEDE ti) = F(6)). (8.15) 


i=0 


Curba ÁB fiind netedă, functiile f,g,h € Ct[a, b]. Avem, conform teoremei creşterilor finite 
a lui Lagrange, 


(tir) — Flt) = F Tti ti) Ti E (tatii), i=0,n. 
Suma (8.15) devine astfel 


n—l 
DO PEED IED AEDS Tti = ti) = 
= Do P(S (E), 9E), PEDF (Elti — ti) + (8.16) 


+ du PEE), IE) KEDE T) — FEC = ti). 


i=0 


Deoarece f € Cta, b] > f' e C?[a, b] => f! este uniform continuă pe [a,b] & Ve > 0, 36(2) > 0 
astfel ca pentru orice £;, 7; € [a,b] cu |&; — Ti] < 6(e) să avem |f (E) — f(7,)| < €. 


Functia P € C?(AB) => P este mărginită pe AB> 3 m > 0 astfel ca |P(z,y,z)| < m, 


~ 


pentru orice (x,y,z) EAB. 
Alegem diviziunea A a intervalului [a,b] aşa încât v(A) < 6(2). Atunci 


n-—l 


NO PFE), IE), MEDET) — FED — ti) 


i=0 


< me(b — a). 


Dacă pentru orice şir de diviziuni (^An) ale intervalului [a,b] cu v(A,„) — 0 şi pentru orice alegere 
a punctelor intermediare P € |tș,t,] trecem la limită în (8.16) obţinem 


n-—l 


b 
lim > P(ER), IE), AEDE i) = F) = | P(E), g), hO) F Edt. 
i=0 a 


Analog se obţin şi 


n-—l 


b 
lim SO OEE IE) MEDO -ID= | OFO, OA 


i=0 


ŞI 
n—1 b 
lim SO ROEP), (E) AERD) Alti) — Alti) = Í R(E), 90), AOA (ae. 


i=0 
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Observaţia 8.5.1 1. Dacă C este o curbă netedă în plan dată de reprezentarea C 


z= f(t) i 
l y = g(t) ’ t € [a,b], f, g € C![a, b], atunci 
b 

I P(x, yd + Q(z, y)dy = | PEO, IAF O +A, gE) (lat. 


2. Dacă F(x,y,z) = îP(x,y,2) + jQ(z,y, z) + kR(z,y, 2), (£,y,z) CAB iar T(t) = if (t) + 
)+ te [a,b], atunci 


1 P(x,y, z)\dz + Q(x, y, z)dy + R(z,y, z)dz = F- dr, 
AB AB 

unde F - dr reprezintă produsul scalar între vectorul forță F şi vectorul deplasare dr. 
3. Dacă curba AB= C este închisă, atunci integrala (8.14) se notează 


f Par. 
C 


Teorema 8.5.2 Valoarea integralei curbilinii (8.14) nu depinde de reprezentarea parametrică a 


curbei AB , 


a z = f(t) 
DEMONSTRAŢIE. Fie d,dı EAB definite de d : | y=g(t) , t e [a,b] şi dı 
z = h(t) 


z = fi (t 
| y= gı (t) , tE lg, el, Í, g9, he C'[a, b], fi, g1, hı E C'e, e]. 

2 = hi (t) 

Întrucât d di, rezultă că există o funcţie continuă, strict crescătoare p : [a,b] — [c, e] astfel 
ca pla) = c (b) = e si f(t) = fillt), gt) = glp), h(t) = hi(pt)), t € [a,b]. Conform 
teoremei 8.5.1, faţă de drumul d avem 

b 


perduz f P(S), It), hE) Par, (8.17) 


AB a 


iar faţă de drumul di avem 
| Pandi | PU), MAOA (8.18) 
AB c 


Dacă în (8.18) facem schimbarea de variabilă t = y(u), u € [a,b] se obtine 
| Penod = f PD e) MADDA du = 
TEE 
Observaţia 8.5.2 Dacă curba C -ÁB este netedă pe porțiuni şi C = U;_, Ci, atunci 


| Pæn zde+ Qay edut Revd = Y f Pæn e)de+ 
C i=1 YCi 


+Q(z,y, 2)dy + R(z,y, z)dz. 


184 8. Integrale curbilinii 


Exemplu 8.5.1 1. Să se calculeze integrala curbilinie I = f (2a — y)dz + zdy, curba C fiind 
C 


z = a(t — sint) te [0,27]. 


dată de reprezentarea C : i y = a(l — cost) 


27 27 
E a | [(1 + cost)(1 — cost) + (t — sint) sin t]dt = a | tsin tdt = —2ma2. 
0 0 


2. Să se calculeze integrala curbilinie I = | za + ydy + zdz, curba C fiind dată de 
C 


x = acost 
reprezentarea C : 4 y=bsint , te o, z|. 
z=ct 
a 2 7 2, 2 a? — b? Ei 7 
I = | (—a“ costsint + b^ sin t cost + c“t)dt = — 3 i sin 2tdt + 
0 0 
22 2 __ pa 3 2—2 
CIT a“ — CT 1 
| = cos 2t = =(452 — 4a? + cn). 
8 4 0 t 8 al ) 


8.6 Proprietățile integralei curbilinii 


Dacă ţinem seama de teorema 8.5.1 şi de proprietăţile integralei Riemann, rezultă imediat 
următoarele proprietăți ale integralei curbilinii în raport cu coordonatele. 


1. Dacă funcţia vectorială F este integrabilă pe curba AB, atunci 


2. Dacă funcţiile vectoriale F} şi Fo sunt integrabile pe curba AB, atunci şi funcţia Fi + Fo 


este integrabilă pe curba AB şi 
| (Fi + Fo) dr = Aara f Fo- dr. 
AB AB AB 


3. Dacă funcţia vectorială F este integrabilă pe curba AB, atunci şi funcţia AF, A € R, este 


integrabilă pe curba AB şi 


8.7 Independența de drum a integralei curbilinii în raport cu co- 
ordonatele 


După cum s-a putut constata integrala curbilinie (8.14) depinde de functiile P, Q, R de curba 
netedă C şi de sensul parcurs pe această curbă. Problema independenţei de drum este o problemă 
importantă atât în fizică (de exemplu lucrul mecanic al forței gravitaționale nu depinde de drum) 
cât şi în matematică, deoarece este mai uşor de calculat atunci când se cunosc numai extremităţile 
curbei C. 
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Teorema 8.7.1 Fie funcţiile P,Q şi R definite şi continue pe un domeniu D din spaţiu. Condiţia 
necesară şi suficientă pentru ca integrala curbilinie (8.14) să nu depindă de drum în D este ca 
să existe o funcţie F definită şi diferenţiabilă în D, astfel încât să avem 


dF(z,y,2) = P(z,y,2)dr + Q(x, y, z)\dy + R(z,y,z)dz, (£z,y,z) ED (8.19) 
Z 
DEMONSTRAŢIE. = Presupunem că integrala curbilinie = 
(8.14) nu depinde de drum. Fie A(zo,y0, 20) un punct fixat 
în D şi B(x,y,2) un punct variabil în D. Conform ipotezei 
integrala. curbilinie calculată de la A la B depinde doar de 
P,Q, R şi coordonatele lui B, adică există o funcţie F definită > 
în D aşa încât O 


Fle) = | Ple,y,z)dz + Qy, z)dy + R(E y, 2)dz. 


Considerăm în D punctul M(z+h,y,2) şi calculăm diferența x Figura 8.7: 


Pe + hy) -Plena = | A REE E E E TE 
AB 


= 1 P(x,y, z)dx F Q(x, y, 2)dy + R(x, y, z)dz = J P(x,y, z)dx T 
AM BM 
x+h 
+ Olesea + Bizz = | Ploae, (dy = dz =0). 


T 


Deoarece P este continuă în D, conform teoremei de medie de la integrala Riemann, există 
6 € (0,1) astfel ca F(x + h,y,z)— F(z, y,z) = hP(x + 8h, y, z). Atunci 
F — F 
lim (2 +h,y,z) — F(z,y,2) 


= lim P(x + 0h, y, 2) = P(x,y, 2), 


x,y,z) € D. Analog se obţine F;(£,y,z) = Q(x,y,z) si 
D. Astfel F € C1(D), deci F este diferenţiabilă şi 


adică Fu(z,y,z) = P(z,y,z), 
F!(x,y,z) = R(x,y, z), (x,y,z) 
dF(x,y,z) = P(x,y, z)\dz + Q(z, y, z)dy + R(z,y,z)dz, (x,y,z) €D. 


Ma >S 


< Presupunem că există funcția diferenţiabilă F în D astfel încât să se verifice relația (8.19). 
Atunci F(x,y, z) = P(x,y, z), Fy(£,y,z) = Q(z, y, z) si F;(£,y,z) = R(£,y,z), (x,y,z) €D. 


x= f(t) 
Fie curba C dată de parametrizarea y=gt), t e a,b], f,g,h e Cla,b], iar 
z = h(t) 
A( F (to), g(to), h(to)), BC(F (t1), g(t1), A(t1)) € C, to, tı € [a,b]. Atunci 


P(x, y, z)dx ag Q(z, y, z)dy ag R(x, y, z)dz = 
AB 


> F,(x,y, dz + F;(x,y, z)dy + F(x,y, z)dz = 
AB 


= I PACON + F (FE), g), h)g (E) + 


HEO IO MDO = | EFO, Od 


= F(f (t1), gtı), R(t1)) — F (f(t), 9(to), h(to)) = F(B) — F(A), 
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adică integrala curbilinie (8.14) nu depinde decât de A şi B. 


Teorema 8.7.2 Fie funcţiile P,Q şi R definite pe un domeniu D din spaţiu, pentru care există 
şi sunt continue în D derivatele parțiale P}, P}, Q, Qz, Ro, Ry. Condiţia necesară şi suficientă 
pentru ca integrala curbilinie (8.14) să nu depindă de drum în D este ca 


DEMONSTRAŢIE. = Presupunem că integrala (8.14) nu depinde de drum. Atunci, con- 
form teoremei 8.7.1, există o funcţie F diferenţiabilă în D astfel ca F/(x,y,2) = P(x,y,2), 
Fu(z,y,2) = Q(z,y,z) si F;(x,y,z) = R(x,y,z), (x,y,z) e D. Conform ipotezei, există 
derivatele parțiale de ordinul al doilea mixte ale funcţiei F continue în D, Fiy = Py, Eje = 

w Fis = PL Fir = Re, Fie = Q, si Fy = Rọ Aplicând comutativitatea derivatelor parțiale 
mixte (teorema lui Schwarz) rezultă relațiile (8.20). 
< Fie funcţia F definită în D dată de relaţia 


z y z 
F(x,y, z) == f P(t, Yo, 20)dt + Q(z,t, 20)dt + f R(z,y, td, (8.21) 
To vo 20 


unde (20, Yo, zo) este un punct fixat din D, iar (x,y,z) € D. 
Deoarece P, Q şi R sunt funcţii continue şi cu derivate parţiale continue în D, din (8.20) avem 


y z 
Fi (x,y, z) < P(x, yo, 20) + Q,(z,t, od + | R(z,y,tdt = 


yo 0 


y z 
P(x, Yo, 20) + Pæt adt | P(x,y, t)dt = P(£, yo, zo) + 
Yo 20 


+ P(z,y,20) — P(x, yo, 20) + P(x,y, z) — P(x,y, z0) z= P(x,y, z). 


Derivând (8.21) în raport cu y se obţine: 


F, (su, z) a Q(z, Y, 20) +] R(zy,tdt = Q(z,y, 20) + Q,(z,y,t) = 


20 20 


= Q(z, y, 20) T Q(z, y, z) =T Q(x, y, 20) = Q(z,y, z), 


şi derivând (8.21) în raport cu 2 rezultă F! (x,y,z) = R(x,y, z). 

În calculele de mai sus am aplicat formula Leibniz-Newton, şi teorema de derivare a unei 
integrale în raport cu un parametru. 

Deoarece P, Q, R € C%(D) > F e C!(D) > F diferenţiabilă pe D şi 


dF(x,y,2) = P(x,y, z\dx + Q(z, y, 2)dy + R(z,y,z)dz 


care, conform teoremei 8.7.1, ne dă independența de drum a integralei (8.14). 
Pentru integrale curbilinii (8.14) în plan care nu depind de drum se obţin rezultate asemănă- 


toare. 


Teorema 8.7.3 Fie funcţiile P şi Q definite şi continue pe un domeniu plan D. Condiţia nece- 
sară şi suficientă pentru ca integrala curbilinie de speța a doua să nu depindă de drum în D este 
ca să existe o funcție F definită şi diferențiabilă în D, astfel încât să avem 


dF(x, y) = P(z,y)dz + Q(x, y)dy, (x,y) € D. 
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Teorema 8.7.4 Fie funcțiile P şi Q definite şi continue pe un domeniu plan D pentru care 
există şi sunt continue în D derivatele parţiale P şi Ql. Condiţia necesară şi suficientă pentru 
ca integrala curbilinie de speța a doua să nu depindă de drum în D este ca 


P =Q, (8.22) 
În plus, funcția F din teorema 8.7.3 este dată de următoarea relație 
z y 
Fles) = f Pltwdi+ f tea, (8.23) 
To Yo 


unde (xo, yo) este un punct fiz din D, iar (x,y) E€ D. 
Exemplu 8.7.1 1. Să se arate că integala I = f pe?daz + 2ye?dy este independentă de 
drum şi să se calculeze dacă A(0,2) şi B(2,0). 
P(x,y) =y, Oa) = 200 i P, =Q, = 2ye, 


deci este verificată condiția (8.22). Conform relației (8.23), rezultă 


2 0 
I = F(2,0) =, sedat | De?tdt = qet |2 + et |? = —4. 
(0) 2 


. z z . 
2. Să se arate că integrala I = I Y dz + —dy Idz, luată pe o curbă ce nu intersectează 
Z z 


AB 
planul z = O este independentă de drum şi să se calculeze dacă A(—1,3,1) şi B(2,6,3). 


yY T —TyY 
P = = 2 R(z,y,z2)= 
(7,92) = 5 Qy) (zy, 2)=-7 í 
1 y z 
pP' LĂ p! 4 / 7 
y5 Q- = a TeS 25 Q: = Ry = 2: 


deci este verificată condiţia (8.20). Conform relaţiei (8.21), rezultă 


i i 3 18 1 3 
I= F(2,6,3)= | 3dt+ | 2dt- | zzdt=15+187|i=3. 
1 3 1 


8.8 Aplicații ale integralelor curbilinii 


1. Masa şi centrul de greutate ale unui fir material. 

Revenim la problema determinării masei unui fir material. Dacă p(x, y, 2) este densitatea dis- 
tribuită în fiecare punct al curbei rectificabile C, (x,y,z) € I(C), atunci masa M şi coordonatele 
centrului de greutate (za, yG, za) ale firului sunt date de următoarele relatii: 


1 
M= | p(x, y, 2)dl, TG = | xp(z, y, z)dl, 
c M Jo 


1 1 
YG = g | vote ZG = y pleda 


Fie curba C =AB şi A: A = No, Ni, ..., Nn = B o diviziune a curbei, M;(ĉi, ni, Ġi) centrul de 
greutate al segmentului N; N; de masă m; = pi N; Ni, unde p; este densitatea pe N;Ni+1, i = 
0n- 1. 
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Centrul de greutate al firului îl vom aproxima cu centrul de greutate al liniei poligonale 
No, N1,..., Nn şi care este dat de relaţiile 


1 
TG = lim £G, = A xp(z, y, z)dl 


ya = lim von = zg |, voley adl 


2G = im 2Gp 5 | zp(x, y, 2)dl 
E C 


Dacă firul material este omogen, atunci densitatea p(x, y, z) = p este constantă pentru orice 
(x,y,z) e I(C), iar masa şi coordonatele centrului de greutate ale firului sunt date de următoarele 
relaţii: 


1 1 1 
Pi (o IE ga ză ig ga t 7 na E 


Exemplu 8.8.1 Să se calculeze masa şi coordonatele centrului de greutate G al firului material 
având densitatea p(x, y, z) = 1 şi reprezentarea C : x = (r? — t)! cost, y = (n? — t?) sint, 
z = (4r? — 1)? (n? — t), t€ |—n, 7]. Deoarece dl = (72 + t?) (n? — t2)-1/2dt obtinem 


M= | (24 2022 us a | EET TAA 
0 


=g 


unde t = T cos u. 


rG = m? t?) ) cos tdt = — -5 , 
G za dă 3r? 


ye = af T? +t)sintdt =0, 


— A Zi me A 2,2 — DO pa Dice 131/2 
za = 373 T 1) sli +t )dt = g (47 1%; 


Capitolul 9 


Integrale duble 


În acest capitol vom extinde noţiunea, de integrală, înlocuind intervalul de integrare [a,b] 
cu un domeniu plan închis şi mărginit. Vom considera numai acele domenii care au arie (sunt 
măsurabile Jordan), iar dintre acestea (pentru uşurinţă) pe acelea a căror frontieră este o curbă 
netedă pe porţiuni. 


9.1  Mulţimi măsurabile Jordan 


Definiţia 9.1.1 Fie E o mulţime. O clasă K de părţi ale lui E se numeşte clan dacă are 
următoarele proprietăţi: 

1. Ai U AU... Án E€ K,V A, 40,..., An E K; 

2. Ai — A E KV A, A E K. 


Observaţia 9.1.1 1. Dacă A1, A2 E€ K atunci Aı N A2 = A — (A — A2) E K. 
2. Dacă A, A2,..., An E K atunci Ai N A2N--- N An EK. 


Definiţia 9.1.2 O funcție m : K — V, unde K este un clan, iar V un spațiu vectorial se numeşte 
măsură dacă m(Aı U A2) = m( A1) + m(A2), Y A, A E K, AIN A& = Ô. 

O măsură m: K — R se numeşte măsură reală. O măsură reală m pentru care m(A) > 
0,v AEK se numeşte măsură pozitivă. 


Proprietăți: 


t m( a) XO m(Ai), Y A; EK, ANA =0, Vij, ij = In; 
gl, i=l 


2. m(Aı — A2) = m( A1) — m( A2), V A1, A2 E€ K, A2 C Ai (m este substractivă); 


3. Dacă m este măsură pozitivă, atunci 


m( A2) < m(A1), V Ai, A2 € K, A2 C Aa (m este crescătoare), 


m (Ù a) < X m(4:), V A; E€ K,i = 1,n (m este subaditivă). 
i=1 i=1 


După cum se ştie, un poligon este domeniul plan mărginit de o linie poligonală închisă, 
fără puncte multiple. Fiecărui poligon P i se ataşează un număr a(P) numit aria poligonului. 
(Calculul ariei poligoanelor ne propunem a fi cunoscut). Clasa poligonaleor formează un clan. 
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Funcţia a: P — R a(P) =aria poligonului P, P € P, este a este o măsură pozitivă pe clanul 
poligoanelor P. 

Fie A o mulţime plană mărginită. Atunci există poligoanele P,Q € P astfel ca PC ACQ. 
Poligonul P se numeşte poligon interior, iar Q poligon exterior. 

a(P) < a(Q),v P,Q e P, P poligon interior, iar Q poligon exterior. 

Notăm a;(A) = suppca a(P) şi ac(4) = infacg a(Q). Numerele a;(A) şi ae( A) se numesc 
aria interioară a mulţimii A, respectiv aria exterioară în sensul Jordan a lui A şi avem a(P) < 
ail A) < ael A) <a(Q),v P,QeP,PCACQ. 

Definiţia 9.1.3 Multimea mărginită A din plan are arie (sau este măsurabilă Jordan) dacă 
ail A) == ael A). 

Dacă mulţimea A este măsurabilă Jordan, atunci valoarea a( A) = a;( A) = ae( A) se numeşte 

aria multimii A. 


Observaţia 9.1.2 Dacă mulţimea A este măsurabilă în sens Jordan, atunci Y P QEP PC 
ACQ avem a(P) < a(4) <a(Q). 


Criterii de măsurabilitate 


Teorema 9.1.1 Criteriul lui Darboux 
O mulţime plană A este măsurabilă dacă şi numai dacă YV e > 0 3 poligonale P-, Qe, 
P. C AC Qe aşa încât 


a(Qe) — a(P.) < € (9.1) 


DEMONSTRAŢIE: = Presupunem mulţimea A măsurabilă. Atunci 


Pentru orice e > 0 există poligoanele P., Qe, Pe C A C Q astfel ca 


a(Q-) < a(4) + £. 


a(4) < a(P.) + £ - 


2 ) 
Atunci, adunând cele două inegalităţi, se obţine 


a(Qe) Ji a(P-) <E. 


< Presupunem că Ve > 0, 3 Pe, Qe E€ P, Ps C A C Qe astfel încât are loc (9.1). Avem 


a(P:) < ai(A) < ae(A) < a(Q:), 
ae(A) — ai(4) < a(Q-) — a(P.) < €. 


Prin urmare, ae( A) — a;(A) < e, Ve > 0, adică ae( A) = a;( A), deci mulţimea A este măsurabilă. 


Teorema 9.1.2 O mulţime A este măsurabilă Jordan dacă şi numai dacă există un şir de 
poligoane interioare (P.) şi unul de poligoane exterioare (Qn) astfel ca şirurile ariilor lor 
(a(Pa)), (a(Qn)) au aceeaşi limită. Mai mult 


lim a(Pa) = lim a(Qn) = a(A). (9.2) 


n— o0 n— oo 
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DEMONSTRAŢIE: = Presupunem mulţimea A măsurabilă. Atunci, conform teoremei 9.1.1, 
pentru e = In > 1, există poligoanele Pa, Qn, Pa CAC Qn, n > 1 aşa încât a(Q1) — a( Pn) < 


L Avem 
a(A) — a(Pn) < a(Qn) — a(Pn) < 
a(Qn) — a(A) < a(Qn) — a(Pa) < 


lim a(Pa) = n a(Q) = a(A). 


n— oo 


„ deci 


3Il=3l= 


< Presupunem că există şirurile de poligoane interioare, respectiv exterioare mulţimii A, (Pn) 
şi (Qn) astfel ca limn—=>oo a(Pn) = limp—o a(Qn). Deoarece a(Pa) < ai( A) < ael A) < a(Qn), 
V n > 1 trecând la limită obţinem limn>œ a(Qn) = ul A) = ael A) = limn=>œa(Pn), adică 
mulţimea A este măsurabilă şi aria sa este dată de (9.2). 


Lema 9.1.1 Imaginea unei curbe netede are arie nulă. 


DEMONSTRAŢIE: Fie funcţiile f,g € Cl[a,b] şi curba C : l na „a <t< b. Arătăm 
că Im C are arie nulă. Pentru aceasta fie e > 0 şi A : a = tọ < tı < ++- < tn = b o diviziune a 
intervalului [a,b] cu norma v(A) < e. Conform teoremei creşterilor finite pentru t; < t < ti+1, 
i = 0,n — 1 există punctele &,n; € [t — i,t] astfel încât să avem f(t) — f(t) = F&N -— ti), 
g(t) — g(t;) = g'(E)(t — ti). Deoarece f',g' € C?a, b], atunci ele sunt mărginite pe fa, b], deci 
există un număr M > 0 astfel încât |f'(4;)] < M, g'(m)| < M. Astfel |f (t) — f(t)| < M(t- ti) < 


M (ti+1 — ti) ŞI lg(t) — g(ti)l < M(t — ti) < M (ti+1 — ti) pentru î; StS tii t= 0n 
Fie Q; domeniul definit de pătratul cu centrul în punctul (f(t:), g(t:)) şi având latura de 
lungime 2M (ti — ti). Avem Im (C) C U;-ym=1 Q: şi notăm ae(C) = aria exterioară alm (C). 


Atunci 


n—l n—l 
ae(C) < a(Qi) = X 4M?’ (ti - ti)? < 
i=0 i=0 
n—l1 
< 4M?e(ti — ti) = 4M?°e(b — a). 
i=0 


Cum e > 0 a fost ales arbitrar, rezultă că ae(C) = 0. Dacă notăm cu a;(0) =aria interioară 
alm (C), atunci 0 < a;(C) < ae(C), de unde a;(C) = ae(C) = 0, adică imaginea curbei C are 
arie nulă. 


Teorema 9.1.3 Dacă domeniul mărginit A este împărțit în două domenii A1 şi A2, cu ajutorul 
unei curbe netede pe porţiuni, atunci a( A) = a( A1) + a(42). 


DEMONSTRAŢIE: Fie Cı = ANC. Din lema 9.1.1 rezultă a(C) = 0, deci a(C1) = 0. Atunci 


a(A) = a(A1) + a( A2) +a(AN C) = a( A1) + a(A2). 
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9.2 Integrala dublă. Noţiuni introductive 


Definiţia 9.2.1 Un domeniu închis şi mărginit se numeşte domeniu compact. 


Fie funcţia f : D — R mărginită pe domeniul 
compact D. Presupunem că f(x,y) > 0, pentru orice 
(x,y) € D şi vrem să calculăm volumul corpului 
mărginit de suprafaţa S, unde S este suprafaţa dată 
de z = f(x,y), (x,y) e D, planul xOy (D = PpraoyS) 
şi cilindrul cu generatoarele paralele cu axa OZ. 

Pentru a putea calcula acest volum avem nevoie de 
câteva. noţiuni. Domeniul D fiind mărginit el este inte- 
rior unui interval |a, b] x [c,d]. 

Ô : a = £o < £1 <: < Tn =b 


Fie - 
Ô:C=Yo LY L: < Ym=d | 
diviziuni ale intervalelor [a,b] respectiv [c, d]. Figura 9.1: 
Paralele prin punctele celor două diviziuni la ax- A i 
x a Y 
ele de coordonate împart [a,b] x [c,d] în m x n drep- 
tunghiuri dij = [zi iza] X oi sui i = On LI = d þ------- 


0,m — 1. Notăm D = {ð;; 6;j C D sau ði; conţine şi 
puncte ale lui D şi ale lui 7 — D}. 


Definiția 9.2.2 Se numeşte diviziune a domeniului e i 
compact D mulţimea dreptunghiurilor ði E D, notată 
prin A = (61,62,...,6p). Numărul real pozitiv i 
r, 4 oe ba 
v(A)= max (ziti = zi yj =y) < (V), (8) P F í 
i=0,n— 
j=0,m—1 Figura 9.2: 


se numeşte norma diviziunii A. 


Dacă diviziunile 5 şi d ale intervalelor [a,b], respectiv [c, d] sunt mai fine decât ô şi 5 (8 cd 
şi 6 C 5), atunci vom spune că diviziunea A’ a domeniului D (determinată de 6 şi d) este mai 
fină decât diviziunea A şi vom scrie A C A’, iar 


5(A') < max(v(5), v(5)) < max(v(5),v(6)). 


Dacă A şi A’ sunt diviziuni ale domeniului D şi dacă v(A') < v(A) nu rezultă că A’ este mai 
fină decât A. 
Fie A = (61,62,...,6p) o diviziune a domeniului compact A. Vom nota cu 


Mk = inf Tia), My = sup f(£,y), ak = aria Ôk, k=1,p 
(2,y)€dx (x,y)€fk 


şi considerăm sumele sa = X} Mkak, Salf) = X}; Mpap. Sumele sa (f) şi Sa(f) se numesc 
suma Darboux inferioară, respectiv superioară a funcţiei f corespunzătoare diviziunii A. Dacă 
(Ek, Hk) E€ ôk, k = 1,p suma oa (f) = Xg- (ék, )ax se numeşte suma Riemann a functiei f 
corespunzătoare diviziunii D şi punctelor intermediare (Ek, nk) € ôk- 
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9.3 Proprietăți ale sumelor Darboux şi Riemann 


1. ma(D) < salf) < oa(f) < Salf) < Ma(D), unde m = inf(zpen f(zy), M = 
SUP(zpeD f(x,y), iar a(D) este aria domeniului D; 


2. sal(f)= inaf calf), SA(f)= sup. calf) 


(Ex ) ES (En m )Er 


Întradevăr, pentru orice e > 0, deoarece my = infe yes, F(x,y), există (Ek, Nk) E€ ôk astfel încât 


Fék, nk) — ma < a k = 1,p. 


Atunci 


a(67.) =E, 


P 
Alf) = salf) = sup (FE m) =m) < X p 


a(D 


deci oa(f) —e < sa(f) < coa(f), adică sa(f) = inf, mu)es, CA(f). Analog se arată şi cealaltă 
egalitate. 
3. Dacă A şi A’ sunt diviziuni ale domeniului D, A’ mai fină decât A, atunci 


salf) < sa'(f) < Salf) < Sa(f). 


x PE, $ 1 1 Fag 
Presupunem că ôk = Op, U Ôp, Unde Ôp,» Ôp, E A, iar 


m, = inf f(x,y), mu = inf , F(x,y), m Mpa Mme <m, k=1,p. 
(x,y) ESk (7.9)€6, 


Atunci mpalô, ) < Mpal ), ma() < mpa(0p,), care prin adunare ne conduc la mga(ôk) < 
m alô, ) + mg, alô, ). Dacă ôk este o reuniune finită de dreptunghiuri din A’ se obţine o inegal- 
itate corespunzătoare şi însumând după k = 1,p rezultă sa (f) < sa'(f). 

Analog se arată că Sa (f) < Salf). 

4. Oricare ar fi diviziunile A şi A’ ale domeniului D avem 


sa(f) < Sa(f). 


5. Dacă A* = {A | A diviziune a domeniului D} atunci 


< inf 
PU, sa(f) < inf, Salf), 


(sA) este mărginită superior, iar (SA) este mărginită inferior. Într-adevăr, dacă A’ € A*, atunci, 
conform proprietăţii 4 sa < Sa”, pentru orice A € A“, adică (sa) este majorată de Sa”, iar dacă 
A” € A*, atunci sav < SA, pentru orice A € A“, adică (SA) este minorată de sar. 

6. Fie f(x,y) > 0,(z,y) e D. Suma Darboux inferioară respectiv superioară reprezintă 
volumele corpurilor alcătuite din reuniunea a p paralelipipede având ca bază dreptunghiurile 
şi înălțimile corespunzătoare m, respectiv My, k = 1,p. Suma Riemann reprezintă volumul 
corpului alcătuit din reuniunea a p paralelilipede având ca bază dreptunghiurile 57 şi înălțimile 


corespunzătoare f(& m) (Ek; nk) € Ôk, k= 1,p. 


Definitia 9.3.1 Fie f : D — R, D C R? o funcție definită şi mărginită pe domeniul compact D, 
Funcția f este integrabilă Riemann pe D. dacă există un număr real I ce verifică proprietatea: 
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pentru orice e > 0, există 6(2) > 0 astfel ca pentru orice A E€ A* cu v(A) < 6() şi pentru orice 
(Eks nk) E ôk să avem |oa(f) — 1] <e. 

Numărul real I se numeşte integrala Riemann a funcţiei f pe domeniul D sau integrala dublă 
a funcției f pe D şi se notează 


[= „y)dzdy = li 
J| te y)dzdy m PAC 
Observaţia 9.3.1 1. Erpresia dxdy se numeşte element de arie în coordonate carteziene. 


2. Dacă f(x,y) > 0,(x,y) e D şi f integrabilă pe D, atunci /] f(x, y)dxdy reprezintă 
D 
volumul corpului mărginit de suprafaţa S : z = f(x,y), (x,y) E€ D(D = prroyS), planul 


xOy şi cilindrul proiectant al conturului lui S pe conturul lui D. 


Teorema 9.3.1 Criteriul de integrabilitate al lui Darbouz. 

Fie f : D — R o funcție definită şi mărginită pe domeniul compact D din plan. Funcţia f 
este integrabilă pe D dacă şi numai dacă pentru orice e > 0, există (€) > 0 astfel ca pentru orice 
A e A* cuv(A) < 6(2) să avem Sa(f) — sa(f) <e. 


DEMONSTRAŢIE. = Presupunem funcţia f mărginită şi integrabilă pe D. Atunci conform 
definiţiei 9.3.1 există I = f(z,y)dzdy e R cu proprietatea că pentru orice e > 0, există 
ô(e) > 0 astfel încât pentru ta A E€ A* cuv(A) < 6(2) şi pentru orice alegere a punctelor 
intermediare (ék, nk) € Ôk să avem |ok( f) — I| < 5. 

Conform proprietății 2 avem I — 5 < salf) < Salf) < I+ $, deci SA(f) — sa (f) < 
I+5-(-5)=e. 

<= Presupunem că este îndeplinită condiţia din enunţul teoremei. Pentru orice A € A* avem 
sa(f) < I<I < SA(f), unde I= supaca» SA, iar I = infAea» SA. 

Dacă v(A) < 5(2), atunci I — I < Sa(f) — sa(f) < e. Cum e > 0 este ales arbitrar, rezultă 
I= I. Notând I= I = I avem 


sa(f) SITS Salf) salf) — Salf) < oalf) -I< Sa(f) — salf), 
deci |oa(f) — I| < £ pentru orice A € A* cu v(A) < ô(e), adică f este integrabilă şi I = 


i f(x, y)dxdy. 
D 


Definiţia 9.3.2 O funcţie f : D — R definită şi mărginită pe domeniul compact D plan este 
integrabilă pe D dacă pentru orice şir de diviziuni (An) ale domeniului D cu v(An) — 0 şirurile 
sumelor Darbouz (sa,) şi (Sa,) au o limită comună finită. In acest caz 


lim sa„ = lim Sa, = I f(x, y)dzdy 
N—OO N— OO D 


Teorema 9.3.2 Orice funcție f : D — R definită şi continuă pe domeniul compact D plan este 
integrabilă pe D. 


DEMONSTRAŢIE. Fie A € A*,A = (64,62,...,6p). Funcţia f fiind continuă pe D ea este 
continuă pe mulțimile compacte 64, k = 1,p, deci f este mărginită şi îşi atinge marginile pe 
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ôk, k = 1,p. Astfel, există punctele (x1, yl), (2%, Yg) € ðk încât f(x,y) = Mk, f(a yp) = Mr. 


Avem 
p p 


Salf) — salf) = Y (M — mg)a => U (Ek Yk) — F (2k Yp) alsk). 
k=1 k= 
Pe de altă parte, funcția f este uniform continuă pe D deoarece ea este continuă pe domeniul 
compact D, deci pentru orice e > 0, există 6(2) > 0 astfel încât pentru orice (x,y), (x',y') € D 
cu |z — x] < ê(e), |y — y'| < 6(e) să avem | f(x,y) — f(x’, y^) < EN 
Deoarece pentru orice diviziune A, cu v(A) < ô(e) avem |x}, — 27| < ô(e), lyp — wil < 6(2) 


rezultă 
n 
E 


Salf) z salf) < a(D) 


a(67.) = E 
k=1 
adică f este integrabilă pe D. 


Teorema 9.3.3 Dacă mulțimea T a punctelor de discontinuitate a unei funcţii mărginite f 
definită pe un domeniu închis şi mărginit D(T C D) este formată dintr-un număr finit de arce 
netede, atunci funcția f este integrabilă pe domeniul D. 


DEMONSTRAŢIE: Deoarece functia f este mărginită, rezultă Y A D 
că există un număr M > 0 astfel încât | f(x, y)| < M,Y (x,y) € 
D. 

Fie Di mulţimea punctelor de discontinuitate ale funcţiei f. 
Multimea D; fiind mărginită există un poligon Q astfel încât 
Di C Q şi a(Q) < TI: 


Fie Də = D- Q . Multimea Də este închisă şi mărginită şi, 
cum f este continuă pe D>, rezultă că f este uniform continuă O 
pe Də. Figura 9.3: 

Alegem A = (61, 62,...,6p) o diviziune a mulţimii Də astfel 
încât Mi — m; < ZaD)’ unde M; = SUP(r yes; (7,9), mi = infe yes; (7,9), i= n. 


La această partiție se adaugă Q. 


Sa —sa = M'a(Q)—m'a(Q)+ DM — ma)a(6;) < 


p 
< (Mm) + ali) < ME + ——a(D) = e, 
unde m! = inf (2yp)eQ f(zy),M = SUP(az.y)eQ f(x,y). 


9.4 Proprietățile integralei duble 


1. Proprietatea de linearitate a integralei duble. 


Dacă f,g sunt integrabile pe D, atunci f + g este integrabilă pe D şi 


f| ten + g(x, y))dzdy = II, f(x, y)dzdy + 1 g(x, y)dzdy. 


2. Proprietatea de omogenitate a integralei duble. 


Dacă f este integrabilă pe D şi A € R, atunci Af este integrabilă pe D şi 


X 


10. 
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JJ, Af(x,y)dzdy = aff Farin. yA z 


3. Proprietatea de aditivitate a integralei duble (funcție de 
domeniu). 


Dacă f este integrabilă pe D, iar domeniul D = Dı U D», O 
unde Dı şi D2 sunt domenii compacte şi curba C are arie 
nulă, atunci f este integrabilă pe Di şi pe Də şi Figura 9.4: 


J| reaziv= ||, Haz + ||, f(x, y)dzdy. 


. Dacă f este integrabilă pe D şi f(x,y) > 0, pentru orice (x,y) € D, atunci 


|| near z0. 


. Proprietatea de monotonie a integralei duble. 


Dacă f şi g sunt integrabile pe D şi f(x,y) > g(x,y), pentru orice (x,y) € D, atunci 


JE f(z,y)dzdy > J| aa azău 


. Dacă f este integrabilă pe D, atunci şi |f| este integrabilă pe D şi 


ie Jæ, y)dedy < ÍI, | f(z, y)|dzdy. 


. J| dru = ap). 


Formule de medie pentru integrala dublă. 


. Dacă f este mărginită şi integrabilă pe D, m < f(x,y) < M, (x,y) € D, atunci există un număr 


u € |m, M] astfel încât să avem 


[i f(x, y)dzdy = pa(D). 


. Dacă f este continuă pe D, atunci există un punct (£, n) € D astfel încât 


|| 1e vdedy = re maD). 


Existența şi valoarea unei integrale duble nu depinde de valorile funcţiei de-a lungul unui număr 
finit de curbe netede. 
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9.5 Calculul integralelor duble 
1. Considerăm cazul în care domeniul compact D este dreptunghiul [a,b] x [e, d]. 


Teorema 9.5.1 Fie funcţia f definită, mărginită şi integrabilă pe dreptunghiul D = |a, b] x |c, d]. 
d 


Dacă pentru orice x € |a,b| există integrala F(x = | f(x, y)dy, atunci există şi integrala 


f ETT 
[| raazas= f i ( VA “reăv) da 


DEMONSTRAŢIE. Fie ô: a = zo < £1 <- < In =bşiĝ:c=y <y <:::<ym=d 
diviziuni ale intervalelor [a,b] şi [c,d], iar A diviziunea corespunzătoare domeniului D. 
Notăm 6; = [£i Zi+1] x ly; vinul, Õij € A, 


Mij = inf d SAD Mij = Sup f(x,y), i=0,n-1, j=0,m-1. 
(2,y)Eðij (7,y)€6;j 
Considerăm punctele intermediare £; € |, 21], i =0,n-— 1 şi suma Riemann 


n-—l 


os(F) = `> F (£i) (£i+1 — xi) (9.3) 


i=0 


d MII pyj+ı 

Avem F(&) = 1 f&n y)dy = > f(&, y)dy şi aplicând teorema de medie, rezultă că 
c j=0 “Yi 

există un punct Hij € [Mij, Mij] aşa încât 


Yj+1 
Yj 


Atunci, (9.3) devine 
n—lm-—1 
F) = 55 gpa ai: 
i=0 j=0 


Sumele Darboux ale funcţiei f corespunzătoare diviziunii A sunt date de 


n-—lm-—l 
sa(f) = `> Mij (Tizi — Ti)(Yj+1 — Yj), 
i=0 j=0 
n—lm-—1 
SA(f) = Mij (ii — zi) (Yj+1 — Yj), iar 
i=0 j=0 
sa(f) < os(F) < Salf). (9.4) 
Fie (ôn) şi (ôn) şiruri de diviziuni ale intervalelor [a, b] şi [c, d] cu v(ôn) — 0, v(ôn) > 0, (An) şirul 
corespunzător de diviziuni al lui D (evident şi v(An) — 0), iar (£7) şir de puncte intermediare 


ale şirului (ôn). Conform relaţiei (9.4) avem 


SAn (f) < oa (F) < San (f). (9.5) 
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Funcţia, f fiind integrabilă pe D avem 


NO 


im sa (7) = im, San (f) = |f Fev)dedy. 


Trecând la limită în (9.5) obţinem 


lim os, = jf f(z,y)dzdy, 
[| renia f roa f (f nava) aa 


Teorema 9.5.2 Fie funcția f definită, mărginită şi integrabilă pe dreptunghiul D = [a,b] x |c, d]. 
b 


deci 


Dacă pentru orice y € [c,d] există integrala G(y = | f(z,y)dz, atunci există şi integrala 


d 
| Ga si 
[nana f (f rose) 


Observaţia 9.5.1 Dacă f(x,y) = g(a)h(y), (x,y) e D = [a,b] x |c, d] şi sunt îndeplinite condiţi- 
ile teoremei 9.5.1 sau teoremei 9.5.2, atunci 


[| teve- 'g(æ)de) (/ i nd). 


Exemplu 9.5.1 1. Să se calculeze integrala I = m (1 — x)(1 — xy)dzdy, domeniul D fiind 
D 
1<r<3,0<y<1. 


E Ta ee na a 
= [a ae che = (22 ea) = 


2. Fie domeniul compact D mărginit de curba C netedă pe 
porţiuni şi presupunem că orice paralelă la axa Oy taie curba 
închisă C numai în două puncte. 


D = Uzy) ler) < y < p2(x), zelab]), (9.6) 
unde y = pi(x),z € [a,b] este ecuaţia arcului AEB, iar y = 
p2(2),z € [a,b] este ecuaţia arcului CFG, y1 € Cta, b], y2 € 
Clic, d]. Un astfel de domeniu se numeşte simplu în raport cu axa 


Oy. Figura 9.5: 
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Teorema 9.5.3 Fie funcția f definită, mărginită şi integrabilă pe domeniul compact D dat de 


pa(2) 
(9.6) şi presupunem că există integrala F(x) = | f(x, y)dy, V x € [a,b]. Atunci există şi 
pı(x) 


b 
integrala | F(a)da şi are loc egalitatea 
a 


waens I enn 
J Ka 


DEMONSTRAŢIE. Fie I = [a,b] x [c,d] şi functia f : I — R definită prin 


F z: Ps) dacă (x,y) € D 
Jen =] 0, dacă (z,y)eI-D. 


I= DU D; U Də, unde domeniile Di şi Do sunt definite prin 


_CSySpl(r) Pal) sysd 
Bis x € [a,b] în dai zela,b| ` 


Deoarece p1,p2 E€ CO|a,b], conform lemei 9.1.1, frintiera fiecăruia dintre domeniile D, Dı şi Də 
este de arie nulă. 

Funcția f este integrabilă pe I, deoarece f este integrabilă pe D, iar eventualele puncte de 
discontinuitate ale funcţiei f în plus faţă de f sunt situate pe una dintre frontierele domeniilor 
D, Di, Da. 

Atunci conform proprietăţii de aditivitate a integralei duble avem 


|| Tena |, fe.dzay + || Fevdedu+ Jf Fi, y)dzdy. 


I f(z, y)dzdy = 0 J f(x, y)dzrdy = 0 
Dı D2 


Deci are loc egalitatea 


ji f(x, y)dzdy = i f(z, y)dzdy =] f(x, y)dzdy. (9.7) 


paz 


Deoarece există lic i A f(z,y)dy, atunci există şi integrala E (x, y)dy şi are loc relația 


(£) 
f Tewas = pre enan fa 1e + [ii 
= a (9.8) 


b 
Aplicând teorema 9.5.1 funcției f şi domeniului I se obține că există integrala | F(x)dz şi 
a 


|| Tenia- f i ( i i Fay) az, 


care împreună cu relaţiile (9.7) şi (9.8) ne dau 


teuel Vie op a 
IA A 
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Fie domeniul compact D mărginit de curba închisă C netedă 
pe porţiuni şi presupunem că orice paralelă la axa Oz taie curba C 
numai în două puncte. 


D = (2,9) vi) < £ < paly), veled), (9.9) 


unde x = yı(y),y € [a,b] este ecuaţia arcului CEG, iar z = 
pəly),y € [a,b] este ecuaţia arcului AFB, y1 € Ct[c,d], Y2 € 
Ct[c,d]. Un astfel de domeniu se numeşte simplu în raport cu axa 


Oz Figura 9.6: 

Teorema 9.5.4 Fie funcția f definită, mărginită şi integrabilă pe domeniul compact D dat de 
paly) 

(9.9) şi presupunem că există integrala G(y) = f f(x, y)dz, pentru orice y € |c, d]. Atunci 
pı(y) 


există şi integrala [a G(y)dy şi are loc egalitatea 


II, f(x, y)dzdy = a [> pia) dy. 


Observaţia 9.5.2 1. Dacă domeniul compact D nu este într-una dintre situaţiile (9.6) sau 
(9.9), atunci se descompune D într-un număr finit de subdomenii Di, D>,..., Dn cu 
Ui- Dk = D prin arce de curbă de arie nulă şi fiecare D; să fie într-una din situați- 
ile (9.6) sau (9.9). 


Figura 9.7: 


Folosind proprietatea 3 se obţine 
[| renen ff f(x, y)dzdy 


2. Dacă funcția f este continuă pe domeniul D, atunci 


[| tova- f i | i șa fenas) da= | Í | i. A pia) dy. 


Exemplu 9.5.2 1. Să se calculeze integrala I = I xydxdx,, domeniul D fiind limitat de 
D 
y = x° şi y = 2x +3 (vezi fig.9.8). 
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2x+3 


y 


-1 |O 3 
Figura 9.8: 


2+3 32 
ți zydy ) da = / A 
z2 —1 2 


= 


2x+3 


2 


£ 


~ 
II 
= 
ASI w 
D ATN 


1 1 f’ 
= r|(2x + 3)? — zîjda = 5 J (42? + 12x? + 9x — z5)dz = 
1 -1 
3 
1/3 ə 9r? zê 160 
n A 4 e ii CPE al PE) iu, 
3 (2 FAT + J i ) B 3 
xÀ 
2. Să se calculeze integrala I = T. cos(x + y)dxdy, domeniul D VIN 
D 
fiind limitat de x = 0, y = şiy = x (vezi fig.9.9). 
Y 
T Yy T y 
I = f (/ cos(x + ae) dy = 1 (sin(x + y)| )dy = 
0 0 0 0 O y 
Da , cos 2y 3 
== f (sin 2y — sin y)dy = (- 3 + cos v) i = —2 Paa 0.0: 


9.6 Formula lui Green 


Fie D un domeniu compact, mărginit de curba închisă C netedă pe porţiuni şi presupunem 
că paralelele la axele Oz şi Oy taie curba C numai în două puncte. 


Teorema 9.6.1 Formula lui Green (1793 - 1841) 


Fie P şi Q două funcții definite şi continue pe D, derivabile parţial şi cu derivatele parţiale 
P; şi Ql, continue pe D. Atunci are loc următoarea egalitate: 


I (Q(x, y) — P(x, y))dzdy = $ P(x, y)dz + Q(x, y)dy. 
D C 


DEMONSTRAŢIE. Fie domeniul D din figura 9.10, curba C de forma C = C1 U C2 U C3 U C4 
orientată direct. 
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A A 
í 0) d 
d RESA ue oi R a CA a a 
Da AN FA 
We, D GÑ Wa D G} 20 
NS 0, = 
ap fi CE De SE a 
(i 
p p= 
O a b x O x 
Figura 9.10: 
po (a b pa(2) 
IJ P(x, y)dzdy 5 f Viu (x,y rue su) dz = f P(x,y) dz = 
D pı(z a gı(x) 
= | (Ple, pa(2)) — Ple, pi(2))) de (9.10) 
Curba Ci fiind definită de reprezentarea l P „te [a,b] avem 
y = put) 
b 
T Poan: | P(t, p1 (t))dt (9.11) 
Ci a 
Curba C3 fiind definită de reprezentarea l E „te [a,b] avem 
y = pa(t) 
b 
1 Pomir = i, P(t, po(t))dt (9.12) 
C3 a 
Deoarece pentru curbele Co şi C4 avem x = a, respectiv x = b se obţine 
f P(x ,y)ìd£r =0 i | P(x, y)dz = 0 (9.13) 
Co C4 


$ Paniai Poia J Pemadi Pet | Paar JE 
C Ci C2 C3 C4 


Din (9.10), (9.11), (9.12), (9.13) şi (9.14) rezultă 


| Pile azau == A P(x, y)dz — 3 P(x, y)dx = - $ P(e, yde (9.15) 


Fie domeniul D din figura 9.10, curba C de forma C = C1 U Ca U C3 U Ca. 


[| orzaziu = 1 [io (z, pr) w= [| LUT) 


d 
f Ca — Qbu(9), dy (9.16) 


paly) 


dy = 
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Curba Ci fiind definită de prezentarea i = y(t) „te [c,d] avem 


d 
I OE f Qi), Dă (9.17) 
Ci e 


Curba C3 fiind definită de reprezentarea avem i x „te [c,d] avem 


d 
| Q(z, dy = 1 Q (palt), t)dt (9.18) 
C3 c 


Deoarece pentru curbele Co şi C4 avem y = c, respectiv y = b se obţine 


Q(z,y)dz =0 i Q(x, y)dx = 0 (9.19) 
C2 C4 


$ Qayd = Qle,yde+ | Qlæ,yjde+ | Qæ,yjde+ | Qle,y)de (9.20) 
C Ci Co C3 C4 


Din (9.16), (9.17), (9.18), (9.19) şi (9.20) rezultă 
JJ, Q(x, y)dzdy = TA Q(x, y)dy + 2 Q(x, y)dy = $, ateu (9.21) 
Scăzând relaţia (9.15) din (9.21) se obține: 


I (Q(z, y) — P(x, y))dzdy = | P(z,y)dz + Q(x, y)dy. 
D (9) 


Dacă domeniul D nu îndeplineşte condiţia ca paralelele la axele Oz şi Oy să taie curba C 
numai în două puncte, împărţim domeniul D prin arce de curbă de arie nulă într-un număr finit 
de subdomenii D1, D2,..., Dn mărginite de curbele C1, 09,...,C, care îndeplinesc condiţia de 
mai sus. 

Aplicând pentru fiecare subdomeniu Dp mărginit de curba, Ck teorema, 9.6.1, avem 


IJ (Q,(£, y) — P(x, y))dzdy = f P(x, y)dxz + Q(x, y)dz, k=1,n (9.22) 
Dk Ck 


Orientarea pozitivă a subdomeniilor D1, D2,..., Dn induce pe curba 

C un sens bine determinat pe care-l vom numi sensul pozitiv. Astfel Y ? 
vom spune despre domeniul D că a fost orientat pozitiv (vezi fig.9.11). 
Deoarece D = Ug- Dk, C = Up Ck, adunând cele n relatii din (9.22) 
şi aplicând proprietatea de aditivitate a integralei duble (ca funcţie de j 
domeniu) avem 


Figura 9.11: ý 


I (Q(x, y) — P(x, y))drdy = f P(z,y)dz + Q(z, y)dy 
D C 
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Teorema 9.6.2 Fie P şi Q două funcţii definite şi continue pe domeniul compact D mărginit 
de curba C simplă, închisă şi rectificabilă şi presupunem că derivatele parțiale B şi Qy există şi 
sunt continue pe D. Atunci are loc următoarea egalitate 


| (ot - Py@v)dedy = $ Ple,vjde + Qle, y)dy. 
DEMONSTRAŢIE. vezi [10] vol.II pag. 190. 


Exemplu 9.6.1 Să se calculeze integrala curbilinie I = f —xy?dz + 22ydy, folosind formula 
C 
lui Green, unde C : £? + y? = a?,a > 0. 
Curba C este netedă şi închisă şi ea mărgineşte domeniul D : x? +y? < a?. Functiile P(£, y) = 
—zy2 şi Q(x, y) = xz?y sunt de clasă C1 (D) şi deci se poate aplica formula lui Green. 


Avem 
I = I 4xydrdy = af (f sas) da = 0. 
D —a —Va2—a2 


9.7 Exprimarea ariei unui domeniu cu ajutorul unei integrale cur- 
bilinii 
Fie D un domeniu pentru care se poate aplica formula lui Green şi care are arie. 


a(D) = | | dzdy şi aplicând formula lui Green observăm că funcţiile P şi Q trebuie alese 


D 
astfel ca Q(x, y) — P(x,y) = 1. 
Atunci aria domeniului D este 


a(D) = f zay, (9.23) 
unde am considerat P(x,y) = 0 şi Q(x, y) = x, pentru orice (x,y) € D. 


Exemplu 9.7.1 Să se calculeze aria domeniului D limitat de y = £? şi y = x (vezi fig.9.12). 


Avem 
a(D) > dady = $ zdy = | sdy+ f zdy, 
D C Ci C2 


unde Cu: y = x?, x € [0,1], C2 : y = 1 — z, x € [0,1], deci 


Figura 9.12: 


1 1 3 2 
a(D) = | 2x dr - | zdz = (2 să ) 


E i 


o 6 
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9.8 Schimbarea de variabilă la integrala dublă 
În planul rOy considerăm domeniul compact D mărginit de o curbă C închisă, netedă pe 


porţiuni, iar în planul uOv domeniul compact D’ mărginit de o curbă C” închisă şi netedă pe 
porţiuni. Fie transformarea regulată a domeniului D’ în D dată de 


z = p(u, v) , 
| E 3 00000) Eee 400 E CD), (9.24) 


bijective şi cu derivatele parţiale de ordinul al doilea mixte continue pe D’. 


YA VA 
Figura 9.13: 


Se defineşte corespondenţa dintre domeniile D’ şi D ca fiind directă, respectiv inversă, dacă 
atunci când un punct parcurge curba C” în sens direct, punctul corespunzător, prin transformarea 
(9.24), de pe curba C se deplasează în sens direct respectiv invers. 


Teorema 9.8.1 Dacă determinantul funcţional Dle , (u,v) e D', este 


pozitiv respectiv negativ, atunci transformarea domeniului D' în domeniul D este directă, respectiv 
inversă şi există un punct (uo, vo) e D’ astfel încât 


a(D) = EE uo, wo) a(D'). 


DEMONSTRAŢIE. Din (9.23) aria domeniului D este a(D) = $ 2v. Fie transformarea 
C 


regulată (9.24) a domeniului D' în D. Atunci 


aD) = G olu obalu vdu + lu vdo] = 


= A plu, vw (u, v)du + plu, v)y (u, v)dv (9.25) 


Deoarece există derivatele parțiale mixte de ordinul al doilea ale funcţiilor y şi 1” continue 
pe D’, avem: 


P(u, v) z plu, vb (u, v), Q(u, v) z plu, vwbu(u, v), 
P; (u, v) = pplu, vy, (u, v) + plu, vu lu, v) i 
Q,(u, v) = pulu, vy (u, v) + plu, v)Yyulu, v) - 
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Aplicând formula lui Green integralei (9.25) se obţine 
a(D) = £, P(u,v)du + Q(u, v)dv = J| aen) — P' (u, v))dudv = 
| | ceou) — olu vyetu v))dudo = (9.26) 


JA 


dudv. 


Întrucât a(D) > 0, dacă Dle i > 0, curba C” este parcursă în sens direct şi din (9.26) 
D( bă 
avem a(D po = On iar dacă PeR s < 0, atunci curba C” este parcursă în sens 
D' 


dudv. 


D( 
invers şi din (9.26) rezultă a( D =S (e n ua adică a(D N/A 


Aplicând formula de medie ultimei o a că există un punct (uo, i iz 2 astfel încât 


AD) = [DEE uouo) 


a(D') 


Teorema 9.8.2 Fie domeniile compacte D' şi D în corespondenţă prin transformarea regulată 
(9.24). Dacă f este o funcție continuă pe domeniul D, atunci are loc următoarea egalitate 


|| teneu |, Felu otu o) DE 


numită formula schimbării de variabilă la integrala dublă. 


dudv, (9.27) 


DEMONSTRAŢIE. Considerăm, A' = (64, ô2,--., Ôp) o diviziune a domeniului D’. Prin trans- 
formarea (9.24) acestei diviziuni îi corespunde diviziunea A = (61, ô2,...,ôp) a domeniului D. 
Dacă a(64), a(6,) sunt ariile dreptunghiurilor 6 respectiv 6, k = 1, p, atunci conform teoremei 


9.8.1 există punctele (up, vk) € ð, astfel încât să avem 


ai = [ae a(l). 


7 (uk, Uk) 


Fie £k = (Uk, Vk), Yk = Pluk, Vk), k = 1, Nn, (Uk, Vk) € 6. Atunci 


p 
oalf) = X flar yr)alk) = 
k=1 
P 
= E Melun) un e) EE fun, o) ata) = 
k=1 ? 
= oN (raw Ea ) 


Dacă (A/,) este un şir de diviziuni ale domeniului D’ cu v(A') — 0, atunci şirul corespunzător 
de diviziuni ale domeniului D, prin transformarea, (9.24), (An) are v(A„) — 0. Avem 


Dig, Y) 
D(u,v) 


ZA tea (te, H) | 


) (9.28) 
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şi trecând la limită în (9.28), rezul 


|| neazau = ff Hoto) 


tă 


Exemplu 9.8.1 1. Să se calculeze integrala I = I (x? + 
D 


207 


D(p,vy 


Duo) dudv. 


y?°)dzdy, domeniul D fiind £? + 


y? < 2az, a > 0. Domeniul D este mărginit de cercul (x — a)? + y? = a?. Trecând la 


coordonatele polare i 


z=a+rcost 


Cu ajutorul formulei (9.27) se obţine 


f , rezultă t € [0,27],r e [0,a], deci domeniul D' este 
y=rsint 
dreptunghiul [0,27] x [0,a] (vezi fig.9.14). 
t À 
pA 2 D’ 
> 
a r 
Figura 9.14: 
27 a 
AIE f (/ (a? + 2ar cost + rar) dt = 
0 0 
2T a 
1 2 1 
T (Ger + Žar’ cost + Trt) dt = 
AI E 3 a- Jlo 
why Biy 3a Dea LE 
ji (3 + za cont) at= (Fa + ga sut) A = 


2. Să se calculeze integrala I = /] xdxzdy, domeniul D fiind dat de 1 < ay < 2,1 < 3 <2,x>0. 
D 


VĂ 


X 
Figura 9.15: 


O 1 2 
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Folosim transformarea regulată u = xy, v = Iu € [1,2], v e [1,2], care transformă domeniul D 
în domeniul D' (vezi fig.9.15). 


Inversa acestei transformări este x = Uy = Vuv, tar 
Fat i 1,1 3 
dU 2V2 —RKU2UV 2 
D(x, y) — 2 2 e —1 
= -=v £0 
D(u, v) fona i a 
zu 292 Du2v 2 


Atunci 
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9.9 Aplicații ale integralei duble 


Dacă D este o placă materială de grosime neglijabilă, D C xOy şi funcţia p(x, y) definită şi 
continuă pe D reprezintă densitatea plăcii, atunci masa plăcii D este dată de relația 


M(D) = || placa 


iar coordonatele centrului de greutate G al plăcii sunt date de relaţiile 


za = zon) zp(x, y)drdy, ye = mo), yp(z, y)dxdy. 


Dacă placa D este omogenă atunci 


2e = 25) f| riw v= 15) || via 


Momentele de inerție ale plăcii sunt date de relaţiile 
Ip z I (x? + yâp(z,y)drdy (faţă de originea O) 
D 
h > I y’p(z,y)dzdy, Ty = I x’ p(x, y)dzdy 
D D 
(fată de axele de coordonate Oz şi Oy) 


Exemplu 9.9.1 1. Să se calculeze coordonatele centrului de greutate ale plăcii omogene 
mărginită de curbele y? = 4z +4 şi y? = —2x + 4 (vezi figura 9.16) 
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Figura 9.16: 


D= ((z,y) e R?2|y? > 4 +4 i y? <—2r +4} 


2 isi 1 r2 
a(D) = i ji da | dy = | (3y2 — 12)dy = —8, 
-2 (dz 0 


2 
Pa 1 f? 16 
didy = E E E EE E I E 
f| zazau J-a tă 3 | + y 8)dy = 


2 


1 2 
1 ydzdy = F (3y? — 12y)dy = 0 
D 4 J2 


Deci za = a iar ya =0. 


2. Să se calculeze momentele de inerție în raport cu axele de coordonate ale plăcii omogene (p = 1) 
mărginite de curbele y = x? şi x = y? 


D={(z,y) ER’ |y> z? i y <a} 


1 VT 1 pl 3 
JJ» xdy a du) àr 3 |, e 10) dz 35) 
1 VT 1 
Ty = /] dedy = | (ef as) dz = | (x? az) Pe i 
D 0 z2 0 35 


Avem 
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Capitolul 10 


Integrale de suprafaţă 


10.1  Pânze parametrizate. Suprafeţe 


Fie D C R? un domeniu plan şi r: D — R? o funcţie de clasă C!(D), r(u,v) = (£,y, z), 


unde 
i f(u, v) 
y =glu,v), (u,v)ED. (10.1) 
z = h(u,v) 


Definiţia 10.1.1 Perechea (r, D) n 1 se numeşte pânză parametrizată în RÌ. Multimea 
Im (r) = r(D) se numeşte imaginea sau urma pânzei. 

Funcţia T = T(u,v) = f(u,v)i + g(uv)i + h(u,v)j, (u,v) E€ D se numeşte reprezentarea 
vectorială a pânzei. Ecuațiile (10.1) se numesc ecuaţiile parame- 
trice ale pânzei. 


Definiţia 10.1.2 Două pânze parametrizate (r, D) şi (ra, Dı) se numesc pânze parametrizate 
echivalente dacă există un difeomorfism ® : D — Di astfel încât rı o b=r. 
Dacă pânzele (r, D) şi (ru, D1) sunt echivalente vom nota r ~ ra. 


Teorema 10.1.1 Două pânze parametrizate echivalente au acelaşi urmă. 


DEMONSTRAŢIE. Fie r ~ rı şi : D — Di un difeomorfism astfel ca rı o $ = r. Deoarece ® 
este bijecţie, obţinem r(D) = r(D.). 


Observaţia 10.1.1 Dacă două pânze parametrizate au aceeaşi urmă, nu rezultă că ele sunt 
echivalente. 


Teorema 10.1.2 Relația” ~” este o relație de echivalență pe mulţimea pânzelor parametrizate. 
DEMONSTRAŢIE. Se arată la fel ca şi la drumuri. 


Observaţia 10.1.2 Relaţia de echivalență ” ~ ” împarte mulţimea tuturor pânzelor 
parametrizate în clase de echivalență disjuncte. Două pânze parametrizate sunt echivalente dacă 
şi numai dacă aparţin aceleiaşi clase. 


Definiţia 10.1.3 Se numeşte suprafaţă o clasă de echivalență de pânze parametrizate. 
Pânza (r, D) din această clasă se numeşte parametrizare locală a suprafeţei şi o vom nota 
S= (r, D). 
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Definiţia 10.1.4 Suprafaţa S se numeşte suprafaţa simplă dacă există o parametrizare locală 
S = (r, D) injectivă. 


Mulțimea 
S = {(x,y, 2) |z = z(x,y), (eye DCR?) (10.2) 


este o suprafaţă simplă deoarece S = r(D), unde r : D — R? 
r(u,v) = (u,v, z(u,v)) este o pânză parametrizată (£x = u, y = v). 
Astfel (10.2) reprezintă forma explicită a suprafeței S, iar ecuaţia 
z = f(x,y), (x,y) e D se numeşte ecuaţia carteziană explicită a 
suprafeței S. 

Multimea S = ((z,y,2)| F(z,y,2) = 0, (z,y,2) € D C R}, i ; 
unde F € CI(D), iar F2+ F? + F2 Æ 0 reprezintă o suprafată O ER y 
simplă. Ecuația F(x, y,z) = 0, (x,y,z) E€ D se numeşte ecuaţia (x,y ZR 
carteziană implicită a suprafeței S. 

Fie S o suprafaţă de parametrizare locală S = (r, D),r dată *¥ Figura 10.1: 
de (10.1). Dacă în (10.1) fixăm valoarea parametrului u, u = uo, 
atunci se obțin ecuațiile unei curbe în spațiu z = f(uo, v), y = gluo, v), z = h(uo, v), ale cărei 
puncte se află pe suprafaţa S. Dacă uo ia diferite valori, atunci se obţine pe suprafața S o familie 
de curbe. Similar, dacă în (10.1) fixăm valoarea parametrului v, v = vo, atunci se obţin ecuaţiile 
unei curbe în spaţiu z = f(u,vo),y = g(u,vo),z = h(u, vo) pe suprafaţa S. Dacă vo ia diferite 
valori, atunci se obţine pe suprafaţa S o familie de curbe. Aceste curbe care se obţin pe suprafaţa 
S se numesc curbe coordonate pe suprafaţa. S sau curbele reţelei lui Gauss. 


z A 
V r i 
LITR UT Cuo fro) 
e A 
3 > 
> 
o | u ; 
X 
Figura 10.2: 


Prin fiecare punct M € S ce aparține porțiunii simple a suprafeţei $ trece o curbă şi numai 
una din fiecare familie de curbe coordonate (u = uk, V = vk) şi anume curbele u = up şi v = vo; 
ug, vo se numesc coordonate curbilinii ale punctului M corespunzător punctului (uo, vo) € D. 


Fie S o suprafaţă şi M € S. Un vector h aplicat =, 4 ma 
în M, h € V3(M) se numeşte vector tangent la S în na T | 
punctul M dacă există un drum de clasă C! (I,d = 
d(t)) situat pe S şi un punct to € I astfel încât d(to) = eo- Wion 
M şi d'(to) = h, deci h este vector viteză la un drum b 
ce trece prin M şi este situat pe S. O y 


Figura 10.3: 


10.1. Pânze parametrizate 213 


r,(uo, Vo) 


Dacă S este o suprafaţă de parametrizare locală 
S = (r, D) şi (uo, vo) € D, atunci vectorul viteză în 
ug la curba de coordonate v = vo se notează 7u(u0, vo), 
iar vectorul viteză în vo la curba de coordonate u = uo 
se notează 7„(ug, vo). Vectorii Fu (uo, vo), Tu(u0, vo) se 
numesc viteze parțiale ale lui r în (uo,vo). Astfel O y 
functiile 7, : D —> R3, F, : D — R? în fiecare punct 
(uo, vo) € D sunt vectori tangenţi la S în r(uo, vo). 

O suprafaţă S dată parametric prin (10.1) se nu- 
meşte netedă dacă ||r, x 7,]| Æ 0 pentru orice (u,v) e 
D. 

Dacă suprafața simplă şi netedă S este dată de parametrizarea (10.1), atunci vec- 
torii tangenţi în punctul M (r(uo,vo)), uluo, vo) şi Te(uo, vo) sunt daţi de Fuluo, vo) = 
(fu(uo; vo), gu (uo, vo), hu (uo, vo)), Fuluo, vo) = (fa (uo, vo), gu (uo, vo), hy (uo, vo)). 

Cosinusurile directoare ale vectorilor Tu, Ty în punctul M(7(uo,vo)) sunt 


Figura 10.4: 


faluo,vo)  gu(uo,v0)  h,(uo, vo) 


aE VE l +VE L VE l 


respectiv 
fu(uo; vo) gu(uo;v0) h,(uo, vo) 
+VG +vVG +VG 
unde 
E = fi(uo,v0) + g, (uo, vo) + h? (uo, vo), 
G = f? (uovo) + g, (uo, vo) + h, (uo, vo). 


Alegerea semnului din fața radicalului corespunde alegerii unui sens de tangentă. 


Unghiul dintre două curbe se defineşte ca fiind unghiul dintre tangen- 
tele la aceste curbe. Dacă 0 este unghiul dintre curbele u = uo şi V = vo, ră 


atunci E (Fu, F,) n F uU uo 
IFN VEG’ 
unde v vo 
P 
(Fu, Fu) Z F = f! (uo, vo) f4 Cuo, vo)+g! (uo, vo) g, Cuo, vo) +h, (uo, vo) hi (uo, vo).® Fu 


Expresiile E, F, G se numesc coeficienţii Gauss ai suprafeței. Figura 10.5: 
Normala la planul tangent la suprafaţa. S în punctul M se numeşte normala la suprafaţa M. 
Dacă a, 8, y sunt cosinusurile directoare ale normalei 1 la suprafaţa S în punctul F(uọo, vo) 

atunci n L fu şi n L Tu, aşadar avem 


afa + Bgu + yhy =0 
af, + Bg, +h, =0 


1 $ 1 
Întrucât, rangul matricii ( a h - ) este doi, atunci a = ÀA, 8 = AB, y = AC, unde 
v v v 
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Cum 02 + 62 +7? = 1, rezultă, 


A A B în C 
Rar C ONA O eaa 


Se arată folosind identitatea lui Lagrange 


Q 
Il 


(be! — b'c)? + (ca! — da)? + (ab — a'b)? = (a? + + e)la? +b? + c?) — (ad + bb + ce)? 


|7u x Fo = VA + B2 + C2 = VEG — F? (10.3) 


10.2 Aria unei suprafețe 


Considerăm suprafața simplă şi netedă care nu este închisă S definită de parametrizarea x = 
f(u, v), y = glu, v), z = h(u, v), (u,v) e D, unde D este un domeniu compact, D C [a,b] x [c,d]. 

Fie A = (ô1,ô1,...,Ôp) o diviziune a domeniului D. Dreptelor u = u;, v = vj, i = 1,n,j = 
1,m, ce alcătuiesc diviziunea A, le corespund pe suprafaţa S o reţea de curbe de coordonate 
care determină o diviziune A = (s1, 52, . . . , Sp) suprafeței S. Are loc şi reciproca, unei diviziuni 
A a suprafeţei S alcătuită dintr-o reţea de curbe de coordonate îi corespunde pe domeniul D o 
diviziune A formată, din paralele la axele de coordonate Ou şi Ov. 


Vu 


Figura 10.6: 


Pentru fiecare parte de suprafaţă są a diviziunii A a suprafeței © se consideră cea mai 
mică sferă ce conţine sk. Fie dy diametrul acestei sfere şi definim norma diviziunii A ca fiind 
V(A) = maxp_1p(dy)- 

Fie 6, € A, Ôp = |u;, ui] X [vj, Vk+1]. Dreptunghiului ô% îi corepunde pe suprafaţa S partea 
de suprafaţă są mărginită, de curbele parametrice u = Ui, U = Ui+1, U = Vj, U = Vj+1- 
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În planul tangent la suprafaţă în punctul M(r(u;,v;)) € S 
se consideră paralelogramul având unul dintre vârfuri în punc- 
tul M, laturile dirijate după vectorii Fu(uj,vj), To(ui, vj) de 
lungimi Fus, v)u — wu), Faris os) loja — v). Aria 
părţii de suprafaţă se aproximează prin aria 04 a acestui par- 
alelogram. 


Op = IF (ati vi) azi — a) Polus v) — o) sino, 


unde 0 este unghiul format de curbele de coordonate u = u; şi 


V= e Figura 10.7: 
F2 J — F? 
i = — 2 ===, — ——— = e e, 
sin 0 = y 1 — cos y1 EG EG ` 
EG — F? 
0 = NE | oua i —u)VG (vj+1 — v5) = 
(uivi) EG (ui vj) 
1303 
= VEG-F? (ia) (ui — ui) (vj+1 — vj). 
25%] 
Astfel, aria suprafeţei S o vom aproxima prin suma 
a `~ 
a(S) X aA = Aoo = `> VEG = F2 ( ) (ui => ui) (vj+1 za vj) (10.4) 
k=1 Ôr ic, 


Fie (An) un şir de diviziuni ale suprafeţei S cu norma v(^ņn) — 0. Acestui şir de diviziuni 
îi corespunde un şir de diviziuni (An) al domeniului D cu v(A„) — 0. Sumele aa, date de 
(10.4) reprezintă suma Riemann corespunzătoare funcţiei VEG — F?, şirului de diviziuni (A,) 
şi punctelor (uz, u7) E 6. Întrucât, suprafaţa S este netedă, iar funcţiile f,g,h sunt de clasă 
C1(D), rezultă că funcţia VEG — F? este continuă pe D. 


Aşadar, atunci când v(A') — 0 limn>œæ aa, = 1 y EG — F?dudv. 
D 


Definiţia 10.2.1 Suprafaţa simplă şi netedă S are arie dacă există şi este finită integrala 


1 y EG — F?dudv. Numărul real a(S) = I y EG — F?dudv reprezintă aria suprafeței S. 
D D 
Observaţia 10.2.1 1. Folosind egalitatea (10.3) avem 


a(S) = || VA+ 823 dudo = ff Nru x Fuldudv. 
D D 


2. Dacă suprafaţa S este dată prin ecuaţia carteziană explicită z = f(x,y), (x,y) € D, iar 
p= f, siq = fy (notațiile Monge), atunci E = 1 + p2,G=1+92,F = pg şi 


aaj j i Jap TE dudi 


3. Expresia do = VA? + B? + C?dudv = vEG — F?dudv se numeşte element de arie în 


coordonate curbilinii. 
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4. Dacă suprafaţa simplă S este netedă pe porțiuni, atunci vom considera ca arie a ei suma 
ariilor diferitelor porţiuni. 


Teorema 10.2.1 Aria unei suprafeţe netede şi simple nu depinde de reprezentarea parametrică 
a suprafeţei. 


DEMONSTRAŢIE. Presupunem că suprafaţa, simplă şi netedă S este dată de reprezentarea 
parametrică x = f(u,v),y = glu, v), z = h(u,v), (u,v) e D. Orice altă reprezentare parametrică 
a suprafeţei S se obţine printr-o transformare regulată a unui domeniu compact D’ în domeniul 
compact D, 

u = p(s;t), v=%(s,t), (s,t) € D. (10.5) 


Obțtinem prin transformarea regulată (10.5) următoarea reprezentare parametrică: 


Dacă notăm 


_ Dig ha) _ D(h, fi) _ D(fug) 
aame Rad 57097 AS 
avem 
a -RODDY p _ Pf) Die) o Pg) Dey) 
1 Du, v) D(s,t)? 1 Duo) D(s, H? 1 Dlu, v) D(s, t)’ 
deci 
VA2 + B2 + C2 = anot: |] 
Atunci 


a(S) = T V A2 + B? + C?dudv = 


E a 


ji V A2 + B? + C2dsdt (10.6) 


dsdt 


În (10.6) am folosit formula de schimbare de variabilă de la integrala dublă. 


Exemplu 10.2.1 Să se calculeze aria porțiunii din paraboloidul x?+ 
y? = 22, mărginită de planul z = 2; PTzoyS =D, D: r? +y? <4, 


D? 
S: z= HL, (aj €D, p 2 = T, q = z} = y. Atunci 


f Í VI+ 27 y?dedy = 
Zo rar) d= SL (azi), 


Figura 10.8: 


unde x = rcost,y = rsint. 
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10.3 Integrale de suprafaţă 


Integralele de suprafaţă de primul tip constituie o generalizare a integralelor duble. 
Fie S o suprafaţă netedă sau netedă pe porţiuni dată de reprezentarea 


t= f(u, v) 
y=glu,v), (u, v)ED (10.7) 
z = h(u,v) 


unde f,g,h sunt functii definite şi de clasă Ct pe domeniul compact D din planul uOv. 
Considerăm funcţia F definită şi mărginită pe un domeniu din R? ce conţine imaginea 
suprafeței S. Fie A = (1, ô2, . . . , Ôp) o diviziune a domeniului D căreia îi corespunde prin (10.7) 
o diviziune A = (s1, 52, . . . , Sp) a suprafeței S. 
Fie suma cA(P) = Yeay F(Ek, Nk, Ck)alsk), unde ék = fhuk, Vk); Nk = Cupa Vk), Ck = 
h(uk, vk), (Uk, Uk) E€ ôk, k = 1,p, iar a(sķ) reprezintă aria părții de suprafaţă sp. 


Definiţia 10.3.1 Funcţia F este integrabilă pe suprafața netedă S dacă există un număr real 
I cu proprietate ca pentru orice e > 0, există 6(2) > 0 astfel încât pentru orice A € A* cu 
v(A) < 6(e) şi pentru orice alegere a punctelor (up, Uk) E€ Ôk să avem: 


loa (F) — 1| <e. 


Numărul real I 


r= || Fle,y,2do (10.8) 


se numeşte integrala de suprafaţă a funcției F de primul tip sau în raport cu aria. 


Observaţia 10.3.1 Interpretarea fizică a integralei de suprafaţă de primul tip. Dacă S este o 
suprafață materială, iar F(x,y,z) reprezintă densitatea suprafeței în punctul (x,y,z), atunci, 
dacă există integrala (10.8), ea este masa suprafeţei S. Dacă F(x, y,z) reprezintă densitatea 
de repartiție a unei sarcini electrice, atunci dacă există integrala (10.8) ea este sarcina totală 
distribuită pe suprafaţa S. 


Teorema 10.3.1 Fie S o suprafaţă netedă dată de (10.7) şi funcția F definită şi mărginită pe 
un domeniu din R? ce conține imaginea suprafeței S. Dacă există integrala (10.8) şi integrala 


ji F(f(u,v),9(u,v), h(u,v))v A2 + B2 + C?dudv, 


atunci 


IA (o uiaaai= T F(f (u,v), glu, v), h(u, v)) V'A? + B2 + C?dudv (10.9) 


DEMONSTRAŢIE. Suprafaţa S fiind netedă, conform definiţiei 10.2.1, avem 


a(s4) = 1 VA2(u,v) + B2(u,v) + C? (u, v)dudv, k= În. 


Aplicând teorema de medie de la integrala dublă, există un punct (uk, Uk) € ôk astfel încât 
să avem: 


alsk) = y A2 (uk, vk) + B? (uk, vk) + C? (uk, vk)alk) k= 1,p. 
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Deoarece (uk, Uk) € ôk, există un punct pe partea de suprafaţă sk, (Ek, ks Ck) E€ Sk cu Êk = 
fug Vvk), Nk = Iun, Vvk), Ck = hluk, vk). E 

Obţinem pentru suma Riemann asociată funcției F, diviziunii A şi punctelor intermediare 
(Ek Nk, Ck), k = 1, p următoarea expresie 


p 
CA lF, Ek, Nk, Ck) = Sai Ek, Nk, Ck)a = F (uk, vk), g(uk, vk), 
k=1 k=1 
hu, vk)) y A2? (Uk, Uk) + B2(up, vk) + C? (uk, vk)a(6) = (10.10) 


= oa (Fy A? + B? + C?, up, vg) 
Ultima sumă obținută în (10.10) reprezintă suma Riemann asociată funcției F, diviziunii A şi 


punctelor intermediare (uk, Yk). Astfel, dacă (An) este un şir de diviziuni ale domeniului A 


cu v(An) > 0, atunci şirul diviziunilor corespunzătoare (A) ale suprafeţei 5 va avea norma 
V(An) — 0. 

Trecând la limită în (10.10), rezultă egalitatea (10.9), care reprezintă formula de calcul a 
integralei de suprafaţă în raport cu aria. 


Observaţia 10.3.2 1. În ipotezele teoremei 10.3.1 
F(x,y, z)do = /] F(f(u,v), 9(u,v), hlu, v)) VEG — F2dudv. 
D 


2. Dacă suprafaţa simplă şi netedă S este dată de reprezentarea z = f(x,y), (x,y) e D, atunci 
/] F(x,y, 2)do = I F(x,y, f(x,y) V 1 + p2 + g°drdy. (10.11) 
S D 


3. Aria unei suprafețe S este 
=! do 
S 


4. Dacă există integrala /] F(z,y,2)do, ea este independentă de reprezentarea parametrică 
S 
a suprafeţei S. 
5. Proprietatea de aditivitate a integralei de suprafață de primul tip ca funcție de domeniu. 


Dacă suprafaţa simplă S este netedă pe porțiuni, S = U;_. Si, atunci 


a EE E a Paida 


Exemplu 10.3.1 1. Să se calculeze integrala I = /] (2 + y+ 2)do, unde suprafaţa S este 
S 
semisfera z? + yY? + 22 = a?, z > 0. 
Pentru suprafata S avem reprezentarea parametrică x = acos cosy, y = asin ô cos g, 
z = asin y, 0 € [0,27], p € o, 3| „do = a? cos pdddp. Obtinem 


Ei 27 
= é | f (cos 0 cos? p + sin 8 sin? p + cos ysin p)dd| dp = 
0 0 


2 
= ra | sin 2pdp = Tta? 
0 
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2. Să se calculeze integrala I = 1 zdo, unde suprafaţa S este porțiunea din paraboloidul 
S 


A ia? + 92), decupată de cilindrul x? + y? = 8; PrzoyS = D, D : r? +y? < 8, 
Fez = f(a? + 92), (x,y) e D. Conform relației (10.11) avem 


1 1 2V2 27 
I = I z +y’) V1 2 + y?dedy = J ( VTF rdt) dr 
D 0 0 


1 2 2 2V2] 596 
Sa eaa A a A e 
3 0 15 0 


10.4 Integrala de suprafaţă în raport cu coordonatele 


Definiţia 10.4.1 Multimea TaS a tuturor vectorilor tangenţi la S în a se numeşte spaţiul tangent 
la S în a. 


Definiţia 10.4.2 Se numeşte orientare a unei suprafeţe S alegerea unei orientări în fiecare 
spaţiu TaS,a € S, adică alegerea a câte unui versor normal n(a), n(a) L TaS astfel încât aplicaţia 
c: S —> Vz, cla) = Eala) să fie continuă, cu Ea = Fl. 

O suprafaţă S care admite orientare se numeşte orientabilă sau cu două feţe. 

Dacă orientarea este fixată, atunci suprafaţa S se numeşte orientată. 


Dacă suprafaţa S$ este convexă, atunci cum funcţia Z: S — {+1} c(a) = ea este continuă 
rezultă că ea este constantă, adică fie ea = 1 pentru orice a € S şi atunci funcţia c defineşte 
orientarea pozitivă c(a) = n(a), fie ea = —1, pentru orice a € S şi atunci funcţia c defineşte 
orientarea negativă c(a) = —n(a). 

Integrala. de suprafaţă de tipul al doilea. se construieşte în mod asemănător ca şi integrala 
curbilinie de tipul al doilea. 

Fie suprafaţa simplă şi netedă dată de reprezentarea (10.7). În fiecare punct M(x,y,z) al 
suprafeţei © putem considera doi vectori normali la suprafaţă ñi, ñs de sensuri opuse. 


Definiţia 10.4.3 Se numeşte faţa superioară (inferioară) a suprafeţei S relativ la planul xOy 
acea faţă a suprafeţei pentru care vectorul normal face un unghi ascuţit (obtuz) cu ara Oz. 


În cazul unei sfere faţa superioară are ca vector normal, vectorul 
normal exterior la sferă. Faţa inferioară are ca vector normal, vectorul 
normal interior la sferă. 


Figura 10.9: 
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Figura 10.10: 


Fie A = praoy$, I conturul suprafeţei S, C = praol. 

Pe conturul I se pot defini două sensuri. Sensul asociat feţei superioare este cel care core- 
spunde sensului direct pe C. Sensul asociat feţei inferioare este cel care corespunde sensului invers 
pe C. Vom spune că suprafaţa. S este orientată faţă de planul xOy, de asemenea, fiind orientate 
atât domeniul A cât şi domeniul D. 

Se observă că o suprafaţă S este orientată, dacă prin deplasarea continuă, a unui punct de pe 
T revenim în punctul iniţial cu aceeaşi orientare pentru normala la S. În caz contrar suprafaţa S 
nu este orientată. Un exemplu de suprafaţă care nu este orientată îl reprezintă banda lui Möbius 
care se obţine prin îndoirea unei foi dreptunghiulare ABCD astfel încât vârful A coincide cu C, 
iar vârful B coincide cu D. Însă o porţiune a acesteia poate fi orientabilă. 


Figura 10.11: 


Procedeul folosit pentru orientarea suprafeţei S şi de asociere acestei orientări orientarea 
domeniului A poate fi extins şi la celelalte plane de coordonate. 


Fie P,Q,R trei funcţii definite şi continue pe un domeniu V C RÌ, domeniu ce conţine 
suprafaţa netedă şi orientată S. Avem 


Tu X Toy 


+(ai + Bj + yk), 


Ta x Foll 


unde a, 8 şi y reprezintă cosinusurile unghiurilor pe care le face normala la suprafaţa orientată 
S cu axele de coordonate. 


Definiţia 10.4.4 Integrala de suprafaţă a funcţiei F = Pi + Qj + Rk sau integrala de suprafaţă 
de speța a doua se notează 


jul P(x,y, 2)dydz + Q(z, y, 2)dzdaz + R(x, y, 2)dzrdy (10.12) 
S 
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şi se defineşte prin egalitatea 


1 P(x,y, 2)dydz + Q(z, y, 2)dzda + R(x, y, z)\dzdy = 
S 

(10.13) 
= || (Ple, v,2)a + Qle, y, 2)Bde + Riu 2)3)do 


Având în vedere regula de calcul a integralei de suprafață de speța întâi şi faptul că 


si (pl; 210094 DUE) 1 
~ (Bluo) Duo)  Dlu,o) ) VEG F? 


ñ= 
obtinem 
I P(x,y, 2)dydz + Q(z, y, 2)dzda + R(z,y, z) = (10.14) 
S 


ad zy POH zy a PeP) ru A DUO) dudo 
=+ [| K 9, Duo) A y, Dav) +R( 19, Dao d d 


cu semnul ” +” dacă domeniul D are aceeaşi orientare cu domeniul A şi cu semnul ” — ” dacă 
domeniul D are orientare inversă faţă de domeniul A. 


Observaţia 10.4.1 1. Dacă V(z,y,z) = O(z,y, zji + Q(x,y,z)j + R(x,y,z)k, (£,y,z) € 
V C RÌ, iar domeniul V contine suprafata S, atunci integrala de suprafată de speța a doua 
se poate scrie ca 


I P(x,y, 2)dydz + Q(z, y, z)\dzdx + R(x, y, z)\dzdy = 
S 


= [fE 2) jo = Jf (Fus )dudu, (10.15) 


unde produsul mizt este 


P Q R 
za a \— 1 1 1 
(U, Tu, Tv) z Tu Yu Zu 
1 1 1 
Tu Ww 2 


2. Dacă suprafaţa S este netedă pe porțiuni, S = Up Sk, unde Sk sunt suprafeţe netede 
k = 1,n, atunci integrala de suprafaţă (10.12) se calculează prin 


1 P(x,y, 2)dydz + Q(x, y, z)\dzdx + R(x, y, 2)dzdy = 


= -5 Jf, P(x,y, 2)dydz + Q(z, y, z)\dzdxz + R(x, y, 2)dzdy. 


3. Presupunem că V(x,y,z) = P(z,y, zji + Q(z,y,z)j + R(z,y, z)k, (x,y,z) € V C R este 
câmpul vectorial al vitezelor particulelor de fluid ale unui fluid în mişcare având masa 
specifică egală cu unitatea. Cantitatea de fluid care trece prin elementul de suprafaţă do al 
suprafeţei orientate S C V în unitatea de timp este produsul (V,n)do şi se numeşte fluxul 


elementar al câmpului de viteze V prin elementul do. Integrala de suprafată /] (V, n)do 
S 


reprezintă fluxul total al câmpului de viteze V prin suprafaţa orientată S. 
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Exemplu 10.4.1 1. Să se calculeze integrala de speța a doua I = /] xdydz + ydxdz + zdrdy, 
S 
unde S este fața exterioară a sferei p(x,y, 2) = £? + y? +22 — a? = 0. 


Versorul normalei îi al feţei exterioare este n = | mag, = (z, A 2). Cu ajutorul formulei 


(10.13) integrala I devine 


r= || Pap = a || do = sra. 
S 


2. Să se calculeze integrala de speța a doua I = 1 (y — 2)dydz + (z — x)dxdz + (x — y)dzdy, 
5: 


unde S este faţa exterioară închisă a conului z = yz? + y2, 0<zZ<h. 
S = Sı U S2, unde Sı este secțiunea suprafeţei S cu planul z = h, 


iar S2 este faţa laterală a conului; I = Il + Io, unde h = (y — 
S1 


2)dydz + (z — x)dzdz + (x — y)dzdy, iar I = N) (y — z\dydx + 
S2 


(z — x)dxdz + (x — y)dzdy. 
Versorul normalei î al feţei exterioare a suprafeței Sı este ñi 


(0,0,1). Conform relaţiei (10.13) I} devine I = L (x — y)do 
S2 


x” Figura 10.12: 


ffe — y)dzdy, unde D = praoySu D : L +Y < R. 


27 h 
n=f (/ r? (cost — sin ar) dt = 0, unde x = r cost, y = rsint, r € [0,h],t e [0,27]. 
0 0 


grado 
grade” 
glz, y, z) = z — yz? +y? = 0, iar unghiul pe care ño îl face cu ara Oz este obtuz; To = 


1 X y 1]. Conform relației (10.13) I> devine 
5 2 py y? e . 2 


Versorul normalei îi» al feţei exterioare a suprafeţei S2 este no unde 


e = [daia] pa 
= > | — x)dzdy = a Mă r?(sint — cost)dr ) dt = 0. 
Aşadar I = 0. 


10.5 Formula lui Stokes 


Legătura dintre integrala curbilinie în spațiu şi integrala de suprafață este stabilită prin 
formula lui Stokes, care constituie generalizarea formulei lui Green. 
Fie S o suprafaţă orientată, netedă şi simplă dată prin reprezentarea vectorială 


F(u, v) = f(u,vji + glu, v)j + hlu,v)k, (u,v) €D, 


unde D este un domeniu compact ce are arie, iar f,g,h € 02(D). Fie C curba ce mărginește 
suprafața S, curbă închisă şi netedă. Pe curba C se defineşte o orientare compatibilă cu orientarea 
pe suprafața S, în sensul că se alege faţa suprafeţei S astfel ca un observator situat pe această 
faţă să vadă conturul C parcurs în sens direct. 
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Teorema 10.5.1 Fie suprafaţa S şi curba C care satisfac condiţiile de mai sus. Dacă P,Q şi R 
sunt trei funcţii definite şi de clasă C1(V), unde domeniul V C RÌ conţine suprafaţa S, atunci 
are loc egalitatea 


pren \dz + Q(x, y, 2)dy + R(z,y,z dz = J| (F; — Q',)dydz + 
+ (P, — R,)dzdz + (Q, — P,)dzdy 
numită formula integrală a lui Stokes. 


DEMONSTRAŢIE: Fie I curba ce mărgineşte domeniul D. 


Í P(z,y,2dz = f P(f (u, v), glu, v), hlu, v))( fidu + fdv) = 
C T 


ji P(f (u,v), glu, v), hlu, v)) fi(do) + 
+ P(f(u, v), g(u, v), h(u, v)) fudu (10.16) 


Aplicăm formula lui Green membrului drept al egalităţii (10.16) 


| Plasa = |], EP- get düdo (10.17) 
2 


o 
sela aula PE- = PH, Pa TA 


Avem 


- (fig o,f!) = PB- BC (10.18) 
Cu relaţia (10.18), (10.17) devine 
[Pe y, z\d£z = || — P C)dudv = f a E — Pi dzdy (10.19) 
Anlog obţinem încă două relaţii şi anume 
f 2e y, 2)dy = n Q’ dzdy — Q'dydz (10.20) 
f Rev z)dz = f Ae — R’ dzdz (10.21) 


Adunând egalităţile (10.19), (10.20) şi (10.21) obţinem 
i Pdz + Qdy + Rdz = a Q,)dydz + (P; — R, )dzdx + (Q, — P,)dzdy (10.22) 


Observaţia 10.5.1 1. Formula lui Green rezultă din formula integrală a lui Stokes dacă C 
şi S C R?, adică z = 0 şi dz = 0. Atunci înlocuind în (10.22) dz = 0 avem 


[Pendrev ff Q, — Pi )dzdy. 
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2. Dacă a, 6, y sunt cosinusurile directoare ale normalei îi la suprafaţa orientată S formula 
(10.22) devine 


|, Pa + Qdy + Rdz = /] [0,0 REA R da, 


Exemplu 10.5.1 Cu ajutorul formulei lui Stokes să se calculeze următoarea integrală curbilinie 
2 
x = acos’ t 


I = | ydx + zdy + zdz, unde curba C este dată prin C : y= aana . Se observă că 
C „2 
z = asin“t 


C:z+az=a şi £? +y? +22 = a? şi luăm suprafața S ca fiind porțiunea din planul z + z = a 
decupată d l£? +y + 22 = 02 şi l lei la S ñ= | Ż,0, + ) . 
ecupată de cercul x + y^ + z° = a“ şi versorul normalei la S 7 ff 

Conform formulei (10.22) integrala I devine 


r=- || to = |] dot = e 


unde D = prroy întC, D : 2x? + y? — 2az < 0. 


Capitolul 11 


Integrala triplă 


11.1  Mulţimi din spaţiu măsurabile Jordan 


Se numeşte poliedru o figură mărginită de feţe plane. Măsura mulţimii de puncte interioare 
unei suprafeţe poliedrale S este volumul poliedrului mărginit de S. 

Clasa poliedrelor este un clan. Fiecărui poliedru P € P i se ataşează un număr real pozitiv 
v(P), volumul său. 

Funcţia reală v : P — R are următoarele proprietăţi: 


1. v(P)>0,vPeP 
2. v(PUQ) =v(P)+u(Q), dacă PNQ = b; 
3. v(Q — P) = v(Q) — v( P), dacă PC Q; 
(P) < v(Q), dacă P C Q; 

( 


5. (PU Q) <v(P)+(Q). 


Fie A o mulţime mărginită din R3. Există întotdeauna două poliedre P şi Q numite poliedru 
interior, respectiv exterior astfel încât P C A C Q. Oricare ar fi poliedrul interior P şi poliedrul 
exterior Q avem v(P) < v(Q). 

Notăm v;(A) = suppc a v(P) şi ve( A) = inf aco v(Q). 

Numerele v;(A) şi ve(A) se numesc volumul interior, respectiv volumul exterior în sensul 
Jordan al lui A şi avem v(P) < v;(4) < ve( A) < v(Q),Y P şi Q astfel încât PC ACQ. 


Definiţia 11.1.1 Vom spune că multimea mărginită din R? are volum sau este măsurabilă Jor- 
dan dacă vi( A) = ve( A). Dacă mulţimea A are volum, atunci valoarea comună a volumului inte- 


rior şi a celui exterior se numeşte volumul mulţimii A şi se notează v( A), v( A) = vi( A) = ve( A). 


Observaţia 11.1.1 Dacă mulțimea A este măsurabilă în sens Jordan, atunci Y P QEP PC 
ACQ avem v(P) <v(4A) <v(Q), deci v(A) > 0. 


Criterii de măsurabilitate 


Teorema 11.1.1 O mulţime A din spaţiu are volum dacă şi numai dacă pentru orice e > 0 
ezistă un poliedru interior P; C A şi un poliedru exterior A C Qe astfel ca v(Q-) — v(P-) < €. 
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Teorema 11.1.2 O mulţime A din spaţiu are volum dacă şi numai dacă există un şir de poliedre 
interioare (Pn) şi unul de poliedre exterioare (Qn) astfel încât şirurile volumelor (v(P,)), respectiv 
(v(Q)n)) au aceeaşi limită, 


lim v(P2) = lim v(Qn) = v(A). 


n— oO n— o0 


Demonstraţiile teoremelor 11.1.1 şi 11.1.2 sunt similare cu cele ale teoremelor 9.1.1 şi 9.1.2. 


11.2 Integrala triplă 


Integrala triplă este o extindere a integralei Riemann la un domeniu compact V C RÌ mărginit 
de o suprafaţă netedă pe porţiuni. 

Fie funcţia f definită şi mărginită pe domeniul compact V, V C [a,b] x [c,d] x [e.g] = I. 
Considerăm 


6:a = E << =b 
Ô:C=Y<Y <:::<ym=d (11.1) 
Ô e= z0 <z <: ai a, 


diviziuni ale intervalelor [a,b], [c, d], respectiv [e, gl. 


Planele duse prin punctele diviziunilor ô, ô, 6* paralele cu planele 
yOz, z0x, respectiv xOy împart paralelipipedul J în mnq paralelip- 
ipede notate 5; = [xi, zii] X [yz, yj+1] X [Zk; Zei], i = 0, n — 1, j = 
0,m-—1,k = 0,q— 1. Notăm D = {ðijk | ij C V sau ĝijk are 
puncte atât din V cât şi din Z — V, i = 0,n— 1, j = 0,m-—- 1, 
k=0,q- 1}. 


Definiția 11.2.1 Se numeşte diviziune a domeniului compact V 


mulţima paralelipipedelor ðijk din D. După o renumerotare vom nota Figura 11.1: 
A = (ô1,ô2,..., Ôp) diviziune a lui V. 


Numărul real pozitiv 


v(A)= mo. (ii — Ti, Yj+1 — Yj; Zk+1 — Zk) < max(v (ô), v(6), v(6*)) 


se numeşte norma diviziunii A. 

Fie diviziunile ô’, ô',ô* ale intervalelor [a,b], [c, d] respeciv [e, g] şi A’ diviziunea corespunză- 
toare a domeniului V. Dacă 5 D ô, 5 D ĝ, 6* D 5 atunci vom spune că diviziunea A’ este mai 
fină decât A şi vom nota A’ D A, iar 


v(A') < max(v(5), (6), v(5*)) < max(v(6), v(6), v(6*)) 


Dacă A şi A’ sunt diviziuni ale domeniului V şi dacă v(A') < v(A) nu rezultă că diviziunea A’ 
este mai fină decât A. 


Fie A =  (61,62,...,6) o diviziune a domeniului compact V c R3. Notăm 
Mk = inf f(z,y, z), Mk = Sup f(x,y,z), m = inf f(£,y, z), M = 
(x£,y,z)E€ĝk (x,y,z)Eĝk (£,y,z)EV 


SUP(zy,zjeV (£, Y, Z), Vk = volumul 6x şi (Ex, Nk, k) € k, k = 1, p. 
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Considerăm sumele sa(f) = Și Sal) = $$; Malti şi oalf) = 
aa F(&s Nk, Ck)uk numite suma Darboux inferioară, superioară, respectiv suma Riemann. 

În continuare dăm câteva dintre proprietăţile sumelor Darboux şi Riemann, care se demon- 
strează în mod similar cu proprietăţile sumelor Darboux şi Riemann de la integrala dublă. 


1. mv < sa(f) < Sa(f) < Mv, unde prin v am notat volumul domeniului V, A € A*. 
2. sa (f) = inf oa (f, Ek Nk, Ck), Sa (F) = sup oa (f, Er Nk Ck), (Eks as Ck) € Ôk- 

3. Dacă A, A’ € A*, A’ D A atunci sa (f) < sa (f) < Sa (f) < Salf). 

4. Pentru orice A, A’ € A* avem sa (f) < Sa (f). 


5. Dacă A € A*, atunci supaca» sa (f) < infacar Salf), şi multimea (sa(f))Aea» este 
mărginită superior, iar mulţimea (Sa (f))aca» este mărginită inferior. 


6. sa(f) < calf, Ek Mk Ck) S Sa (f), Y A e A* si pentru orice punct (Sk; 1k, Ck) € Ôr- 


Definiţia 11.2.2 Fie f o functie definită şi mărginită pe un domeniu compact V C RÌ. Functia f 
este integrabilă Riemann pe V dacă există un număr real I cu proprietatea că V € > 0, 3 6(2) >0 
aşa încât V A E€ A* cu v(A) < 6() şi pentru orice alegere a punctelor intermediare (Ek, Nk, Ck) € 
Ôk Să avem 


loa(f, Ek, Nk, Ck) ai T| < €. 


Numărul real I se numeşte integrala funcției f pe domeniul V sau integrala triplă a funcției f şi 


se notează I = II] f(x,y, 2)dzdydz. 
V 


Definiţia 11.2.3 Fie f o funcție definită şi mărginită pe un domeniu compact V C R. Functia 
f este integrabilă Riemann pe V, dacă pentru orice şir de diviziuni (An), An E A* cu v(An) — 0 
şirurile sumelor Darbouz (sa (f)) şi (Sa, (f)) au limită comună finită. 


Observaţia 11.2.1 1. Dacă funcția f este integrabilă pe domeniul V, atunci I = 
limn>o sa, (f) = ipsos Sa, (f). 


2. Dacă funcţia f este integrabilă pe V şi f(x,y,z) > 0, (x,y,z) € V, atunci integrala I 
reprezintă masa unui corp de volum V, neomogen şi de densitate f(x,y,z). 


3. Domeniul V se numeşte domeniu de integrare. 


4. Erpresia dxzdydz se numeşte elementul de volum în coordonate carteziene. 


Definiţia 11.2.4 Fie f o functie definită şi mărginită pe un domeniu compact V C RÌ. Functia f 
este integrabilă Riemann pe V dacă pentru orice şir de diviziuni (An), An E A* cu v(An)—> 0 şi 
pentru orice alegere a punctelor intermediare (EF, ng, Cp) € ôg, şirurile Riemann corespunzătoare 
(oa, (f)) au limită comună finită. 
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11.3 Criterii de integrabilitate 


Teorema 11.3.1 Criteriul lui Darboux 

Fie f o functie definită şi mărginită pe un domeniu compact V C RÌ. Funcţia f este integrabilă 
pe V dacă şi numai dacă pentru V e > 0, 2 6(2) > 0 aşa încât VA E€ A* cuv(A) < 6(e) să 
avem SaA(f) — sa(f) <e. 


Teorema 11.3.2 Orice funcţie f definită şi continuă pe un domeniu compact V C R? este 
integrabilă pe V. 


Teorema 11.3.3 Fie f o funcţie definită şi mărginită pe un domeniu compact V C RÌ. Funcţia 
f este integrabilă pe D dacă şi numai dacă mulţimea punctelor de discontinuitate ale lui f este 
o suprafaţă netedă pe porțiuni. 


DEMONSTRAŢIE: vezi [10] 

Teoremele 11.3.1 şi 11.3.2 se demonstrează la fel ca la integrala dublă. 

Proprietăţi ale integralelor triple 

Demonstrația următoarelor proprietăţi ale integralelor triple este similară cu cea a integralelor 


simple. 


1. Proprietatea. de linearitate a integralei duble. 


Dacă funcţiile f şi g sunt integrabile pe V C R5, atunci şi funcţiile f + g sunt integrabile 


pe V şi 
ÎI fre z) + g(z,y,2))dzdydz = SII. E EAE 
JII, g(x, y, z)dxdydz. 


Dacă funcția f este integrabilă pe V şi A € R, atunci şi funcţia Af este integrabilă pe V şi 


În z)\dzdydz =a Jf], f(x,y, 2)drdydz. 


3. Proprietatea de aditivitate a integralei triple ca funcţie de domeniu. 


2. Proprietatea de omogenitate a integralei triple. 


Dacă functia f este integrabilă pe V, iar volumul V este neted pe portiuni, V = Up Vk, 
atunci funcţia, f este integrabilă pe Vk, k = 1,n şi 


ŢI], f(x,y, 2)dzdydz = >, f(x,y, 2)dzdydz. 


4. Dacă funcţia f este integrabilă pe V şi f(x,y,z) > 0, V (x,y,z) € V, atunci 


JI], F(z, y, z)dædydz > 0. 
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5. Proprietatea de monotonie a integralei triple. 


Dacă funcţiile f şi g sunt integrabile pe V şi f(x,y,z) > g(x,y, z), V (x,y,z) e V, atunci 


nn f(x,y, 2)dzdydz > T: g(z,y, z\dzdydz. 


6. Dacă funcţia f este integrabilă pe V, atunci şi funcţia |f| este integrabilă pe V şi 


JI f(x,y, 2)dzdydz| < [|| ev 2dedyaz: 


7. Formula de medie pentru integrala triplă. 


Dacă funcția f este continuă pe domeniul compact V, atunci există un punct (£, n,¢) € V 


aşa încât să avem 
|] [new azauae = nemo 


unde v reprezintă volumul domeniului V. 


8. Dacă funcţia f este mărginită şi integrabilă pe V, m < f(z,y,2) < M, (x,y,z) e V, atunci 
există un număr u € |m, M] astfel încât să avem 


[|| Kev oaza: = w 
9. ]] [i 1wa =v. 


11.4 Calculul integralei triple 
1. Să presupunem că domeniul V este I = [a,b] x [c,d] x |e, gl. 


Teorema 11.4.1 Dacă f este o funcție definită, mărginită şi integrabilă pe I aşa încât 
g 


V (x,y) e D = [a,b] x [c,d] există integrala F(z, y) = l f(x, y,z)dz, atunci există şi inte- 


€ 


grala a F(x, y)dxdy şi are loc egalitatea 
D 


i f(x,y, 2)dzdydz = I (/ zau 2ddz) dzdy 


DEMONSTRAŢIE: Fie ô, ô, 5* diviziuni ale intervalelor [a, b], [c, d], respectiv [e, g] date de (11.1) 
şi dijk = [is Zir1]X [js yj+1]X [2k zk+1], fij = [xi Pia x [uz viral, i = 0,n — 1,3 = 0,m-Lk= 
0,q-— 1. 

A = (ijk |i = 0,n — 1,j = 0,m — 1, k = 0,q — 1) este o diviziune a lui 7, iar A' = (6; | i = 
0,n — 1,j = 0,m — 1) o diviziune a lui D. Notăm 


Mijk = inf f(z, Y, z), Mijk m sup f(z, yY, z) Ă 
(7,y,2)€6ijk (2,y,2)€6ijx 
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Considerăm suma Riemann a funcţiei F corespunzătoare diviziunii A’ şi punctelor intermediare 
(éi ni) € ij 


n—lm-—1 
AlE & ni) = SS Fen era nua) 
i=0 j=0 
n—lm-—l1 g 
m (/ Fém dz) (ia — zi) (yj+1 — Yj) = 
i=0 j=0 £ 
n—lm-—1q-1 Zk+1 
= JT Ken aden -alua y) (112) 
i=0 j=0 k=0 ” 7k 


Aplicând functiei f(&,n;, 2) formula de medie pentru integrala Riemann pe intervalul [zk, zk+1], 
rezultă existența unui punct 


Mijk S Hijk S Mijk (11.3) 
astfel ca 


Zk+1 
I f(&i nj, 2)dz = Hijk(žk+1 — Zk) - 


Žk 


Cu aceasta (11.2) devine 


n—1m-—1 q-—1 


on (F, im) =X X YO hijk(titi — i) (uj — Yj) (2k+1 — 2k) (11.4) 
i=0 j=0 k=0 
Din (11.3) şi (11.4) obtinem 
n—1m-—1 q-—1 
5 ba Ti+1 — xi) (Yj+1 = Yj) (Zk+1 ară Zk) < ox (F, Ei ni) < 
i=0 j=0 k=0 
n—1m-—1q-—1 


IA 


Mijk(£i+1 — Ti) (Uji — Yj) (Zk+1 — 2k)» 


adică sa (f) < oa (F, £i nj) < SA(f). 

Fie (ôn), (ôn) şi (65) şiruri de diviziuni ale intervalelor [a,b], [c,d], respectiv [e,g] iar (An) 
şi (AJ) şirurile corespunzătoare de diviziuni ale lui I respectiv D. Dacă pentru (ôn), (ôn), (5%) 
normele v(ôn) — 0, v(ôn) — 0, v(ôž) — 0, atunci şi v(An) > 0, v(A},) — 0 şi avem 


5A, (f) < oa, (F) < Sa„(f). (11.5) 
Trecând la limită în (11.5) şi având în vedere faptul că f este integrabilă pe I, rezultă 


lim sa„(f)= lim Sa, (f) = lim oa (F) 


n— oo n— o0 n— oo 


ceea ce înseamnă că funcţia. F este integrabilă pe D şi în plus 


|| [new Dazanaz = ff Fenaa ff (f teaa) dedi (11.6) 
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Observaţia 11.4.1 1. Egalitatea (11.6) se mai poate scrie şi sub forma 


ŢI], F(x,y, 2)drdydz = I (f Şi fley, 2de) du) dx (11.7) 


şi sub încă alte 5 forme permutând ordinea de integrare. 


2. Dacă funcţia f este continuă pe I, atunci are loc egalitatea (11.6). 


Exemplu 11.4.1 1. Să se calculeze integrala I = II] (x + y + 2)dzdydz, unde V este 
V 
0<xz<1,1<y<2,0<z<1. Conform formulei (11.7) se obţine 


I = A an 
J | (ez aa) = 
be du 


|| 
a 


2. Să presupunem că V = D x [e,g] este un cilindru, 
unde D C R? este un domeniu compact mărginit 
de curba C netedă pe porţiuni şi V C I = [a,b] x 
[c,d] x [e,g]. Avem D = praoyV, D' = praogl: 
Definim funcția f : I — R prin f(x,y,z) = 
| f(z,y,2) ) (x,y,z) EV 


0 , (x,y,z) EI-V I7 
Funcția f este integrabilă pe I (frontiera fiecărui (i, 


domeniu din I — V este de volum nul) şi 


i! f(x, y, z)dxdydz ŢI], f(x,y, 2)dzdydz Figura 11.2: 
III f(x,y, 2)drdydz = I A Fey adz) drdy = 
JJ, (/ f(zy, az) dzdy 
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3. Fie domeniul compact V C RÌ mărginit de suprafața 
S netedă pe porțiuni. Presupunem că orice paralelă 
la aza Oz taie suprafața S în două puncte şi dome- 
niul V este cuprins între planele paralele z = e şi z = 
g (e < g). Considerăm cilindrul proiectant al volu- 
mului V pe planul xOy cu generatoarele paralele cu 
aza Oz şi D = praoyV, C curba ce mărgineşte dome- 
niul plan D. Acest cilindru este tangent suprafeţei S 
după curba T, curbă ce împarte suprafaţa S în două 
suprafeţe, una de ecuaţie z = Vi(r,y), (x,y) e D, 
iar a doua de ecuaţie z = p(x, y), (x,y) e D. Dacă 
pentru un domeniu compact V se verifică cele prezen- 
tate anterior vom numi acest domeniu simplu în ra- 


port cu Oz. Figura 11.3: 
Teorema 11.4.2 Fie f o funcţie definită, mărginită şi integrabilă pe domeniul compact V C R? 
(2) 
simplu în raport cu Oz. Dacă există integrala F(x,y) = | f(x,y, 2)dz, V (x,y) e D, atunci 
pı (x,y) 


există şi integrala i: F(x, y)dxdy şi are loc egalitatea 


ŢI], f(y, z o)dzdydz= |f (MINE z au) dzdy. (11.8) 


DEMONSTRAŢIE: Fie domeniul D C [a,b] x [c,d] şi V’ = D x le, g]. Definim functia f : I — R 
z Pi == f(x,y,z) ) (z,y,2)eV ES z aa 7 $ 
prin f(x,y,z) = | 0 Eo Ea Funcţia, f este integrabilă pe V’ (frontiera 


fiecărui domeniu din V’ — V este de volum nul). Atunci avem 


IIL f(x,y, 2)drdydz = i f(x,y, z)\dzdydz + 
T R f(z,y, 2)drdydz = ŢI], f(x,y, 2)dzdydz. 


g piılz,y) palsy) 
f Fi dai s | ani 1 LAR E 


1(x,y) 


Întrucât 


g A p2(x,y) 
+ | Fenzd= osti dh 
p2lzx,y) pı (x,y) 


Acum putem aplica 2 pentru funcția f şi domeniul V’ 


[|| Ferais = ff (fese) dzdy = 
JAJ tene) au 


"Ha 
ŢI], f(x,y, 2)dzdydz = n e Fii, az) dzdy. 
pı (x,y) 


deci 
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Observaţia 11.4.2 1. Teoreme asemănătoare se obţin dacă domeniul V este simplu în raport 
cu Oz sau cu Oy. 


2. Dacă domeniul V nu este simplu în raport cu azele de coordonate, atunci prin plane paralele 
la planele de coordonate împărțim domeniul V într-un număr finit de domenii simple, în 
raport cu una dintre axele de coordonate, Vi, V = Uno Vi. Atunci 


f(x,y, 2)dzdydz = f(z,y, 2)dzdydz. 
JI], II], 


3. Dacă funcţia f este continuă pe domeniul simplu V (în raport cu una din azele de coordo- 
nate) atunci are loc egalitatea 11.8. 


Exemplu 11.4.2 1. Să se calculeze integrala I = II] zdadydz, unde domeniul V este 
V 


na 
semielipsoidul V : 22 2 + A 1 < 0, z > 0. Domeniul V este cuprins între planele 


2 
z =Q şi z =c, iar secțiunea cu planul z =ct. este elipsa D : g X aia y = Š 
aliaa) PU a) 
© 


c c 2 
rel (// zdady) d = | rzab(1- 5) d= 
0 D 0 E 
pa ANI 
Tab (3 = 5) 


0 4 


Atunci 


2. Să se calculeze integrala triplă I = II] (x? + y? )dzdydz, unde 
V 


V : x? +y? < 22,0 < z < 2. Sectiunea domeniului V cu planul z =ct. este discul 
D : x? +y? < 2z. Atunci 


2 2 2 327 
= | (// (x? + dadu) dz = | 2z | dzdy = I 4rz?dz = — 
0 D 0 D 0 


11.5 Formula lui Gauss - Ostrogradsky 
Fie V C R? un domeniu compact mărginit de suprafaţa S, simplă, închisă şi netedă pe 
porţiuni. Presupunem că domeniul V este descompus într-un număr finit de domenii simple în 


raport cu axele de coordonate, în particular cu Oz. 


Teorema 11.5.1 Fie P.Q,R trei funcții definite şi continue pe V, cu derivatele parţiale 
Pi yp Re continue pe V. Atunci, pentru faţa exterioară a suprafeței S, are loc egalitatea 


1 P(x,y, 2)dydz + Q(z, y, 2)dzda + R(x, y, z)\dzdy = 
= JJ] IF: (x,y,z) + Qu(£, y, z) + R(z,y,2)] dzdydz, (11.9) 


numită formula integrală a lui Gauss (1777 - 1855) - Ostrogradsky (1801 - 1861). 
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DEMONSTRAŢIE: Întrucât domeniul V este simplu în raport cu Oz, cilindrul proiectant al 
domeniului V pe planul xOy cu generatoarele paralele cu axa Oz este tangent suprafeţei S după 
curba T, curbă ce împarte suprafaţa S în două suprafeţe Sı şi S2 de ecuaţii z1 = vVu(z,y), 
respectiv 22 = W(7,y), (x,y) E€ D = PrsoyV. 


Conform relaţiei (11.8) avem 
p2lz,y) 
I J. R! (x,y, z)dz | dzdy = 
Yı (z,y) 


JII R! (x,y, z\dzdydz 
V 
palx,y) 
J| Rena) 
D 


dzdy = (11.10) 
Vi i (Bz, p2(2,9)) - R(æ, y, Ya (2, v))ldzdy 


pı(zx,y) 
[| Ræv yadzday= || Rey. zardy (11.11) 
D S2 


-ff R(x, y, pı(z, y))dzdy = 1. R(x, y, z\dzdy, (11.12) 


unde pentru $2 s-a luat faţa superioară care coincide cu fața exterioară a suprafeţei S, iar pentru 
Sı s-a luat faţa inferioară care coincide cu faţa exterioară a suprafeței S. 
Din egalitățile (11.10), (11.11) şi (11.12) se obţine 


ji R! (x,y, 2)dzdydz = /] R(z,y, 2)dzdy, (11.13) 
V S 


integrala de suprafaţă fiind luată pe faţa, exterioară a suprafeţei S. Considerând acum domeniul 
V simplu în raport cu Oz, respectiv Oy, în mod analog se obţin egalităţile: 


/] Pra, e)dzdydz = | P(x,y, 2)dydz (11.14) 
V S 


ŞI 


1 Q(x, y, 2)dzdydz = f Q(z, y, 2)dyda (11.15) 
V S 
Adunând egalităţile (11.14), (11.15), (11.16) rezultă egalitatea (11.9). 


Teorema 11.5.2 Fie P,Q,R trei funcții definite şi continue pe V cu derivatele parțiale 
Po f R'!, continue pe V. Atunci, pentru fața interioară a suprafeței S are loc egalitatea 


f P(x,y, 2)dydz + Q(z, y, 2)dzda + R(x, y, z)\dzdy = 
S 


= l | l eunt ena RO eia 


Observaţia 11.5.1 1. Teorema 11.5.1 poate fi reformulată astfel: 
Fie F(x,y,z) = P(x,y, z)i + Q(zx,y, z)j + R(z,y,z)k un câmp vectorial de clasă Ct pe 
domeniul compact V. Atunci fluxul lui F prin suprafața închisă S este egal cu integrala 
divergenţei lui F pe domeniul V, adică 


MG add = ff side dz (11.16) 


(formula fluz- divergență). 
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2. Formula fluz-divergenţă se foloseşte la calculul integralelor de suprafaţă de speța a doua, 
dacă suprafaţa este închisă. 


3. Dacă F este un câmp scalar de clasă C! pe domeniul compact V, atunci egalitatea (11.16) 
devine 
/] Fndo = II] grad Fdxzdydz 
S V 
4. Dacă F = w x ā, unde a este un vector arbitrar, atunci divF = (ă, roti) şi egalitatea 


(11.16) devine 
/] (n x w)do = II] rotūdrdydz 
S V 


5. Dacă în formula (11.9) considerăm P(x,y, z) = 0, Q(z, y, z) = 0 şi P(x, y,z) = z obținem 
v = ffo zdzdy, unde v este volumul domeniului V. 


(formula gradientului). 


(formula rotorului). 


Exemplu 11.5.1 Cu ajutorul formulei Gauss - Ostrogradski să se calculeze integrala de 
suprafață I = x?dydz + zîydzdr + xz?°zdzdy, S fiind fața exterioară a suprafeţei închise 


S 
a cilindrului x? +y? = a?, 0 < z < b. Domeniul V mărginit de suprafata S este V : x? +y? < @?, 
0<z<b. Conform formulei (11.9) se obţine 


b 
a 5z°dzdydz = 5] (// c?dry) dz = 
V 0 z2+y? <a? 
b a 27 b a 3 
5] (/ (/ cost d dr) a: =5 | (/ artar a = E 
0 0 0 0 0 4 
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= 
II 


Considerăm în spaţiul Oxyz domeniul compact V mărginit de suprafaţa S netedă pe porțiuni, 
iar în spatiul Ouvw domeniul compact V’ mărginit de suprafaţa S’ netedă pe porţiuni. Fie 
transformarea regulată a domeniului V’ în V dată de 


t= f(u, U, w) 
y =gļu,v,w) , (u,v, w) EV (11.17) 


z = h(u,v, w) 


cu f,g,h având derivate parțiale mixte de ordinul al doilea funcţii continue pe V”. 
Dacă se ia în domeniul V’ o suprafaţă netedă pe porţiuni dată de reprezentarea 


u=u(s,t), v=uls,t), w=uw(s,t), (s,t)eD 


atunci (11.17) transformă această suprafaţă într-o suprafaţă netedă pe porţiuni din domeniul V 
având ecuaţiile 
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Teorema 11.6.1 Dacă determinantul funcţional pi 
tiv negativ, atunci suprafeţele S şi S' au aceeaşi orientare, respectiv au orientări inverse şi există 


un punct (uo, vo, wo) € V’ astfel încât 


z | D(f, g,h) 
D(u,v, w) 


, (u,v, w) € D', este pozitiv, respec- 


(uo, vo, wo) | v 


DEMONSTRAȚIE: Volumul domeniului compact V exprimat cu ajutorul integralei de 
suprafață pe fața exterioară a suprafeței $ este 


v= f| zizav = TE P Pas dt (11.18) 


Integrala se ia cu semnul ” +” dacă domeniul D are aceeaşi orientare cu suprafaţa S şi cu semnul 
” —” dacă domeniul D are orientare inversă faţă de suprafaţa S. Dar 


D(x,y) _ D(f,9) D(u,v)  D(f,9) Dw, w)  D(,9) D(w,u) 


D(s,t)  D(u,v) D(s,t)  D(w,w) D(s,t) D(w,u) D(s,t) 


Înlocuind expresia determinantului R în relația (11.18) se obține 
(u,v)  D(f,9) Dw, w) D(f, g) D(w,u) 
s 


o = = jj? E: i ae 
= + Jf- 5 E dudo + ZLD dodu + PED duca] (11.19) 


Cu ajutorul formulei Gauss - Ostrogradski aplicată pentru integrala din membrul drept al egal- 
ităţii (11.19) avem 


e [f TE (RER) (200) + 8 (Pt a onan 


a e + d n + os e 


| dsdt = 


pA ONDINA) g Oh (Jag) E DD O DU), „es pt _ 
du D(v,w) v D(w,u) ðw D(u,v) du D(v,w) 9 D(w,u 
D(f,g,h) [| f ðg Əf g Ef 9 Əf g f a. 
E D(u,v, w) ` : p ðv ðuðvðw ððvðwðu v dudw a dvdu du ` 
gra g f ðg Əf g f ðg Əf 079 


ðv ðwðu  9dwdu 9 ðwðvðu ðwðvôðu ` ðw ðuðv 
Bf ðg öf g]  D(f,g,h) 
ðuðvðw ðuðwðv| D(u,v, w) 


Înlocuind relaţia obţinută în (11.20) ajungem la formula 


v=+4 I Des dudod = |I) 


Aplicând formula de medie ultimei relaţii, rezultă existenţa unui punct (uo, vo, wo) € V” astfel 


încât 
_ | DU,9,h) 
D(u,v, w) 


D(F,g9,h) 


D(u,v, w) 


dudvdw . 


(uo, vo, wo) | v 
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Teorema 11.6.2 Fie domeniile compacte V' şi V în corespondenţă prin transformarea regulată 
(11.17). Dacă F este o funcţie continuă pe domeniul V, atunci are loc următoarea egalitate 


J[| Fonai = ff] Finos) 


D)f,g,h) 


numită formula schimbării de variabilă la integrala triplă. 

DEMONSTRAȚIE: Considerăm A’ = (s1, 8%, ..-, s4) o diviziune a domeniului V’. Prin trans- 
formarea (11.17) acestei diviziuni îi corespunde diviziunea A = (s1,52,...,sp) a domeniului 
V. Dacă v(s4),v(s1) sunt volumele paralelipipedelor sp, respectiv s}, k = 1,p, atunci conform 
teoremei 11.6.1 există punctele (uk, Uk, Wk) € st, astfel încât să avem 


D(J,9,h) 


v(sk) = peeh (Uk, vk, wk) | v(34). 


Fie £k = f(Uk, Vk, Wk), Yk = g(Uk, Vk, Wk), Zk = h(Uk, Vk, Wk), k = 1,p, (Uk, Vk, Wk) E Sp 
(£k, Yk, Zk) € sk- Atunci 


P 
CAP a = A Faal = 
k=1 


D(f, g,h) 


E ve) 


P 
= DO F(f(Uk, Vk, Wk), g(Uk, Vk, Wk), h(k, Vk, Wk) 
k=1 


D(f, g, h) 
ı[ F h) =I]. 
TA ( (f;9, | pet 
Dacă (A) este un şir de diviziuni ale domeniului V’ cu v(A') — 0, atunci şirul corespunzător 
de diviziuni ale domeniului V, prin transformarea (11.17), (An), are v(An) — 0. Avem 


oa, (F) = oa, (us) Ee) 


şi trecând la limită rezultă 


ji F(x,y, z\dzdydz£ = A F(f(u,v, w), glu, v, w), hlu, v, w)) 


D 
DU: g,h) dudvdw. 
D(u,v) 
Exemplu 11.6.1 1. Pentru calculul integralei I = II] (x? + y? + 22dzdydz, unde V : 
V 
x? +y? +2? < a? folosim coordonatele sferice x = r cos cos p, y = r sin 8 cos y, z = r sin p, 


T T. D(z,y, z) 227 440 . : 
0<r<a, 0<0<2r, -5 << 5i ARA r“ cosp. Cu ajutorul formulei (11.21) 


a 2m T r 
I= f f T rf cos pdp | d0 | dr = 4r — 
o (Jo z 5 


2 


se obține 
° 4ma5 


j 5 


N| 
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2. Pentru calculul integralei = II] (x? + y2)dzdydz, unde V : £? +y? — 2r < 0, y > 0, 
V 
0 < z < 1 folosim coordonatele cilindrice: x = rcos0, y = rsin, z = 2,0 € [0,7], 


r € [0,2sin 6], z € [0,1]; = =r. Cu ajutorul formulei (11.21) se obţine 


T 2 sin 6 1 T pt 
1 (/ (/ az) ar) o = | = 
(0) (0) (0) 0 4 


af sint 0d = Sa 
0 2 


2sin 0 
d0 = 


~ 
II 


(0 


11.7 Aplicații ale integralelor triple 


1. Volumul corpurilor 
Volumul v al unui domeniu compact V C R° (care are volum) este 


v= i, dzdydz (11.22) 
V 
2. Masa corpurilor 


Masa unui corp material care ocupă domeniul compact V C R? şi are densitatea p(z, y, 2) cu 


p funcţie continuă este 
m= TII p(z, y, 2)dzdydz (11.23) 
V 


3. Coordonatele centrului de greutate £G, yG, za al unui corp material care ocupă domeniul 
compact V C R3 şi cu densitatea p(z, y, 2) sunt: 


za = ZIS xplz, y, z\dzdydz 
m 4 


1 
yg = II yp(z,y, z\drdydz (11.24) 
m V 
1 
zf = II zp(z, y, z\dzdydz. 
m V 
Dacă corpul material este omogen, atunci coordonatele centrului de greutate sunt 
1 
za = z xdxzdydz 
v V 
1 
ya = z ydzdydz 
v V 
1 
za = [| zdrdydz . 
v V 
2 
7 


2 
Exemplu 11.7.1 Să se determine coordonatele centrului de greutate al corpului V : “7 + 7 + 
2 
o < 1, z > 0 cu densitatea de masă p(x,y,2) = 1. 


v= I dxdydz = T: 
yv 3 
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Pentru calculul integralelor JIL zdzdyaz, |||, ydxdydz folosim coordonatele sferice x = 


e log]: pie = 


aber? cosy. Atunci II] xdzdydz = o fI) ydrdydz = 0. Din exemplul 11.4.2 avem 
V 


2 
1 zdrdydz = TUE ; 
v 4 


4. Fie K un corp material care ocupă domeniul compact V C R° şi are densitatea p(z, y, 2). 
Momentul de inerție ale lui K față de originea axelor este 


T= II] p(z, y, 2)(22 + y? + z2)dzdydz. 
V 


Momentele de inerție ale lui K faţă de axele de coordonate Ox, Oy şi Oz sunt 


ar cosĝ cosy, y = brsincosgp, z = crsing, r € [0,1], 8 e [0,27], p 


los = ||| + pes arad: 
V 

Topti J| | + Aole: azaua: 
V 

To: = |f| @ + Pot dazdgd. 
V 


Momentele de inerție ale lui k faţă de planele de coordonate Oyz, Ozxæ şi Oxy sunt 


Ioys = II] x’ p(z, y, 2)dzdydz 
V 

Ios = y y’ p(z, y, 2)dzdydz 
V 

Ioa = II] 22 p(x, y, 2)dzdydz. 
V 


5. Fie un punct material P(zo, Y0, 20) de masă m şi un corp material care ocupă domeniul 
compact V C R? şi are densitatea p(z, y, 2). Proiecţiile pe axele de coordonate ale forţei F cu 
care punctul P este atras de corpul material sunt 


Am ji Iu — zo)dzdydz 
Fy = am ||| eu?) sasi = lya yo)dzdydz 


Am II] Kendy — 20)dzdydz , 
V r 


unde A =const., iar r? = (x — xo)? + (y — yo)? + (2 — z0), (£, y, z) E€ V. 


z 
I 


ç 
| 


Exemplu 11.7.2 Să se calculeze momentul de inerție în raport cu originea, pentru porţiunea 
de sferă (V) : £? +y? +2? < a°, x > 0, y > 0,2 > 0, densitatea de masă fiind p(x,y,z) = z. 
Momentul de inerție în raport cu originea este 


Io = TII (£? + y2 +2plx, y, 2)drdydz = TII (2? +y? + z2)zdzdydz. 
V V 
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Folosind coordonatele sferice, domeniul V se transformă în domeniul 
V':0srs<a,0<0s7,0spsi, deci 


T T a 6 
n= f" n (/ rž sin pcos edr ) dp | d0 = Ta 
0 0 0 24 


Capitolul 12 


Serii Fourier 


12.1 Serii Fourier 


Bazele teoriei seriilor trigonometrice au fost puse de către matematicianul J. de Fourier 
(1768 -1830). Seriile trigonometrice sunt de mare importanţă pentru matematică, fizică, ele 
folosindu-se la cercetarea mişcărilor periodice în acustică, electrodinamică, optică, termodinam- 
ică, în radiotehnică, în mecanica undelor. Cu ajutorul seriilor Fourier pot fi rezolvate probleme 
de comportare a frecvenţelor şi propagarea impulsului. De asemenea seriile trigonometrice se 
folosesc şi în prognoza mareelor. 

Ideea care stă la baza acestor serii este reprezentarea funcţiilor periodice prin serii de funcţii 
periodice trigonometrice. 


Definiţia 12.1.1 Seria de funcţii TES in cos nz+bn sin ng), unde an, bm E€ R, n > 0,m > 
1 se numeşte serie trigonometrică cu coeficienţi an, bm. 

Dacă sn(2) = pi + Saar cos kx + bg sin kz), n > 1, sunt sumele parțiale ale unei astfel 
de serii, atunci ele se numesc polinoame trigonometrice de ordin n. 


Observaţia 12.1.1 Seriile trigonometrice fiind serii de funcții de perioadă principală 27, este 
suficient de studiat comportarea acestora pe un interval de lungime 2r. 


Teorema 12.1.1 Fie zi 
a T oani sin nz) (12.1) 
n2 


o serie trigonometrică convergentă pe intervalul |—-r, n] şi f(x) suma acestei serii. Atunci: 
1. Funcția f : R —> R este periodică, de perioadă principală 2r. 


2. Dacă seria trigonometrică (12.1) este uniform convergentă pe |[-r, 1], atunci funcţia f este 
continuă pe |—-nr, t], iar coeficienții serie (12.1) sunt daţi de formulele 


an = = f(a)cosnzdz, n >0 (12.2) 
T —T 
Le ff A 

bn = = f(a)sinnazdz, n>1 (12.3) 


TE 


numite formulele lui Euler - Fourier. 
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DEMONSTRAŢIE: 1. Fie sọ = P, Sn(£) = X`}; (ap cos kx + bg sin kx), n > 1 şirul sumelor 
parțiale asociat seriei (12.1). Avem Sn — f, şi cum sn, n > 1, sunt funcții periodice de perioadă 
27, rezultă că şi f are aceeaşi proprietate. 

2. Întrucât sn IS f, iar sn sunt funcţii continue rezultă că şi f este continuă. 

Deoarece o serie de funcţii uniform convergentă se poate integra termen cu termen, integrând 
seria (12.1) obţinem: 


f(x)dx = | dz + y (of cos ngdx + bn sin nade) 


= n>1 S 
T 1 T 
f(x)dx = Tao, ap = — f(a)dz. 


Înmulţind relaţia f(x) = P +) n>1(@n cos ng+bn sin ng) cu funcţiile mărginite cos mg, respectiv 
sin mz, convergenţa uniformă şi continuitatea factorilor pe intervalul |—7,7r] se păstrează şi 
putem integra termen cu termen. 


a 
f(a) cos mz = T cos mg + Dap cos Ng cos MT + bn sin ng cos ma), 


n>l 
T T T 
40 
f(a) cosmada = = cos mda + J an cos ng cos mrdar-+ 
—T 2 = T 
n>l 
T 
+ ba sin ng cos meda! 
—T 


f f(x) cos mada = nam, de unde obtinem (12.2). 


ge 


, ao . A ; E 
f(a) sin mz = sin mr + 2o cos ng sin Mg + bn sin ng sin ma), 
n>l 


T a T T 
f(x)sin medz = a / sin mzdz + `> fen I cos ng sin mzdz+ 
=T -T n>1 -T 
+ bu sin ng sin meda! 


S 


f(x) sin mazdz = tbm, de unde obtinem (12.3). 


Observaţia 12.1.2 Pentru serii trigonometrice de perioadă 2l seria (12.1) va fi înlocuită cu 


seria 
ao Tn „TR 
5 + J (an cos — g + bn sin z) ; 
2 l l 
n>1 


iar intervalul |—r, x] va fi înlocuit cu intervalul |—1, 1]. Coeficienţii an, bn, n > 0,m > 1 sunt dați 
de relațiile 


ifi 
an = zi f (2) cos de, n>0 
= 


ifi 
bn = zi f (2) sin “de, n>1 (12.4) 
-i 
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Definiţia 12.1.2 Fie f o funcție integrabilă şi periodică de perioadă 27 şi 


1 T 
ii m ES Ea f(a)cosnazdz, n>0 
T E 
[fe , 
T f(x)sinngdr, n>1 
T —T 
Seria trigonometrică asociată 
a 
> + > (en cos ng + bn sin nz) (12.5) 
ne 


se numeşte seria Fourier a funcţiei f, iar coeficienţii an, bn se numesc coeficienţi Fourier a lui 
f. Faptul că seria (12.5) este generată de funcţia f se notează astfel f ~ P +) n>1(an cos ng + 
bn sinna). 


Observaţia 12.1.3 1. Dacă f este o funcție pară, atunci 
2 T 
an = = | f(x)cosnedr, n>0 i bn=0, n>1, 
7 Jo 
iar dacă f este impară, atunci 


an=0, n>0 i bh=— f(x)sinngzdr, n>1. 


2. Coeficienţii Fourier sunt atagați unei funcţii integrabile şi nu unei serii trigonometrice. 
Fiecărei funcţii integrabile pe |—r, n] îi corespunde un şir infinit de coeficienți Fourier dați 
de (12.2) şi (12.3). 


Considerăm o funcţie f integrabilă pe intervalul |—7, 7]. Cu coeficienţii Fourier daţi de (12.2) 
şi (12.3) putem construi seria Fourier asociată funcţiei f. Asupra unei serii Fourier se ridică mai 
multe probleme. O serie Fourier este întotdeauna convergentă? În ce condiţii o serie Fourier este 
uniform convergentă? Dacă o serie Fourier este convergentă, atunci suma ei este funcţia f? Este 
posibil ca două funcţii diferite f şi g integrabile pe |—7, 7] să admită aceeaşi serie Fourier? Dată 
fiind o serie trigonometrică, există o funcţie integrabilă pe |—7r, 7] care să admită seria dată ca 
serie Fourier? 

Teorema 12.1.1 afirmă că o serie trigonometrică uniform convergentă pe |—7, 7] este seria 
Fourier a sumei sale. Deci orice serie trigonometrică uniform convergentă, este o serie Fourier. 


Teorema 12.1.2 Inegalitatea lui Bessel (1784 - 1846) 
Fie f o funcţie integrabilă pe |—r, n], 


n 
Sn(£) = Z + X (a cos kz + bg sin kz) 
k=1 
polinomul Fourier asociat funcției f şi 
n 
qo i 
Pn(2) = pE (a cos kz + bk sin ka) 
k=1 


polinom trigonometric de grad n, arbitrar. Atunci 


A i [F (£) — pa(£)] dx > I i [f(2) — sn(£)] dz. 


= —T 
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DEMONSTRAȚIE: 
z | _[F@)- prle) de = = a (dz —2 | f(x)pn(z)dr+ | pn(x)dx 
1 T n T 
N f(2)pn E f(z Paz F= 2 fos S f(x) cos kzdz+ 
+ Ok f(x)sin o = a = Sia + kbr) (12.6) 
po k=1 
T Voa A 0, ngm fF 
Deoarece sin ng cos mzrda = 0, sin nz sin mt = 4 z AN cos nz cos mzrda = 
l e E l cos? nzdz = 7 şi f sin? nzdz = n avem 
T ) n = M, —T ee 
1 f tour E | Sâ s5 5 eo ie păi pa dz = 
TJara” TJr| 4 Z 
ag E 2 
A +) (a% + bk) (12.7) 


Din relațiile (12.6) şi (12.7) rezultă 


Waf S aga d 
- f [f(z) -p(a) == | Pedr- 2 | e (ora + Abr) 
A =n k=1 
2 n T 2 
Ag 2 2 __ 1 2 Ag — 2a0a0 
ta DU au i (ada + ——; ~ + 
n 1 T 
+ (a2 — 2apag + Bi — 2prbr) = — | f”(c)de + 
k=1 TJ- 
Ap — ao)? £ 2 2 aĝ £ 2 2 
PTL + Nilar ar)? + (r — be)? = SE — Sa + o) (12.8) 
k=1 k=1 


Expresia din membrul drept al egalității (12.8) este minimă atunci când ao — a0 = Qk — ük = 
Bk — by = 0, adică, atunci când polinomul trigonometric pn(x) este chiar sn(x). Obţinem astfel 


Lo Ef fo) nlo)haz= f Podr- [+ et) 
EA: k=1 
= a +a? +82) < = 4 Paoi (12.9) 


inegalitatea lui Bessel. Deoarece inegalitatea (12.9) are loc pentru orice număr natural n, avem 


1 


2 T 
D e flade 
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Seria cu termenul general a2 + b2 este convergentă, deci lim an = liMn—=æ bn = 0. 
2. Dacă f este o funcție continuă pe intervalul |[-r, n], iar an,bm,n > 0 şi m > 1 sunt 
coneficienții Fourier ai funcției f, atunci are loc egalitatea: 


2 1 T 
D a | Ploaz, 
n>1 E 


numită egalitatea Parseval-Leapunov. 
Definiţia 12.1.3 Pentru orice n E€ N şi pentru orice x € R — 217Z 
E sin (nz + 2) 


LA IX 
27 sin 3 


Dai) (12.10) 


se numeşte nucleul lui Dirichlet. 


Teorema 12.1.3 Dacă f :R —> R este o funcţie absolut integrabilă şi periodică de perioadă 27, 
iar Sn este suma parțială a seriei Fourier asociate lui f, atunci 


yas Z ji IOD- id 


DEMONSTRAȚIE: Se ştie că 
sin (nz + 2) 


& HA 
sın > 


1 + 2cosz + 2cos2z +.. + 2cosnr = „ VazeR-—2r1Z. 
Din (12.10) rezultă 


Dn(x) 


1+ $o 2eoske |, YVrER-—2TZ,VnEN. 


27 
k=1 


x 40 : : . RES irs : 
Dacă D + J n>1(an cos ng + bn sin ng) este seria Fourier asociată funcţiei f, atunci 


sula). = z + X (ax cos kz + by sin kz) = 
k=1 


= pi / f(t)dt + `> = f(t)(cos kz cos kt + sin kz sin kt)dt = 
sui Ai pi PA 


= 2 70 


1 + 2 cos k(a -o| dt = 
k=1 


` f(DDr(z — bat, Vn>0 


AR, 


numită, integrala lui Dirichlet. 


Lema 12.1.1 (lema lui Riemann) 
Dacă f : [a,b] — R este o funcţie absolut integrabilă pe intervalul [a,b], atunci 


b b 
lim f(a) sin nzda = lim ji iz) cos nada = 0. (12.11) 


n— oO 
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DEMONSTRAŢIE: Presupunem funcţia f integrabilă pe [a,b] şi fie A: a = to < ti <- < 
tm = b o diviziune a intervalului |a, b]. 


b MI ptaza 
| f(t) sin ntdt = > f(t) sin ntdt (12.12) 
a 3—0 ti; 


Notăm mi = infiefj;ti,ı] f(t). Atunci integrala (12.12) devine 


b ml ptiza m-l tii 
f f(t) sin ntdt = 5 / (fŒ) — mi) sin ntdt + `> m: | sin ntdt. 
à i=0 “ti i=0 ti 


Fie e; oscilatia functiei f în intervalul [t;, ti+1], f(t) — Mmi < ci. Avem 


m-—l 


b 3 Vl 
| Osinna < © sittin hi 2 


{= 


Întrucât functia f este integrabilă, pentru e > 0 alegem diviziunea A astfel încât 
m-—l 


e 4 m-—l 
2 ai(lti+ı — ti) < 5 i n> = 2 Im;]. 
i= 


gl 


Pentru aceste valori ale lui n se obține 


b b 
| f(b sin nta < g, adică limn-—oo f f(t) sin ntdt = 0. 
a b a 


În mod similar se arată că limp—oo | f(t) cos ntdt = 0. Să presupunem că funcţia f este 


a 
absolut integrabilă pe [a,b] şi b este un punct singular (altfel s-ar descompune intervalul [a,b] 
într-un număr finit de intervale ce conţin un singur punct singular). 
Fie 0 < c < b — a; 


b b=c b 
| f(t) sin ntdt = f(t) sin ntdt + f(t) sin ntdt 
a a b—c 


b—c —c 


b b 
JO siunta a IFE ldt < 5, Ve>0, 
b 


deoarece funcția f este absolut integrabilă pe [a,b]. 
b—c 
f(t) sin nt 


Pe intervalul |a, b-— c] funcţia f este integrabilă şi pentru orice e > 0 avem < 


a 


5, conform celor demonstrate mai sus. 


b b 
Astfel Ye >0 | f(t)sin nta < £, adică iiae f(t) sinnt = 0. 


Observaţia 12.1.5 1. Dacă an, bn sunt coeficienții Fourier ai unei funcții absolut integrabile, 
atunci an, bn — 0. 


2. Dacă funcţia f : [a,b] — R este continuă pe porțiuni pe intervalul |a,b], atunci au loc 
relațiile (12.11). 
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Teorema 12.1.4 Teorema lui Dirichlet 

Dacă funcția f : R — R este o funcție continuă pe porțiuni, cu limite laterale finite în 
orice punct, de perioadă 2r şi derivabilă pe porțiuni, cu derivate laterale în orice punct, atunci 
seria Fourier a lui f converge către f(x) dacă x este punct de continuitate al funcției şi către 


fiz +0) 3 (æ —0) dacă x este punct de discontinuitate al funcției. 


MEEO TZEA 


şi evaluăm produsul de convoluţie Dp * 


DEMONSTRAȚIE. Notăm s = 


Ga 
T —6 
sf ta) = | Ie 9 -sDatdat= | [f(e — t) — sIDa(0)d+ 


=g T 


ô T 
+ | [f(x — t) -—s]D oa | [f(x — t) — s|Dn(t)dt 
= h+hb+l, VzreR,VO<6<rn 


TA [inte iDatoae= panam (m+) wE 


Er = 27 sin 5 
i, „Ea cost] . 
27 ura — t) — sa F sin ntdt + 
ea t 
1 ~ê t 
TeS (f(x — t) — s) cos = | cos ntdt. 
T Jr 2 
Deoarece funcțiile (f(x — t) — s) < r şi (f(x — t) — s) cos É sunt continue pe portiuni rezultă că 
2 


imps h = 0. 
În mod analog se arată că limno I3 = 0. 
Din ipoteză avem existenţa unui număr c > 0 astfel ca 


IF) — f(z—0)lsat-al i 
IF) — f(z+0)| < clt — z| 


Atunci 
d in (nt + £ 
al < | re-8 tala < 
5 27 sin 5 
ô 
— 1 
< Vi Hz-5 f(z —0) + f(z +0) e 
5 2 27 sin 5 
E ERE CE 
27 J_5 2sin £ E 
1 f° ct i 
< f Hazi) Kat 
2T Js sin 3 2T J_5 sin 
Fie m = supi<s alele, Astfel |I2| < moô, 
lts sin$ T 
Pentru V e > 0, J n(e) e N astfel încât YV n > n(e) men < £, ceea ce înseamnă că 
limn—oo I2 = 0, adică 
lim [Dn + (f — s)](a) =0,vzeR (12.13) 


n— oo 
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Pe de altă parte, 


Darf- = f DOE- | Dae- idt- 
zg k Dode aa -s f Z(+ 


+2% cos ka)dr = (Dn * f)(x) — s = sn (£) — s. 
k=1 


Din (12.13) obținem că sn — s. 


Corolarul 12.1.1 Dacă f : R — R este o funcție periodică de perioadă 27, continuă, derivabilă 
pe porțiuni, atunci seria Fourier a lui f converge punctual având ca sumă pe f. 


Teorema 12.1.5 Criteriul Dirichlet - Jordan 
Seria Fourier a funcției absolut integrabile, periodice cu perioada 27, f : R — R, converge către 
suma s(x) în punctul x, dacă în orice interval [xo — h, zo + h], funcția are valori mărginite. 


DEMONSTRAȚIE. vezi [5] vol. III. 


Observaţia 12.1.6 Condiţiile din criteriul Dirichlet au un caracter mai particular decât cele 
din, criteriul Dirichlet-Jordan. 


Exemplu 12.1.1 1. Să se dezvolte în serie Fourier funcţia f(x) = Ta în intervalul (0, 27) 
_1in—l 
şi apoi să se deducă suma seriei >> ari A 
Funcţia f(x) = T5 satisface ipoteza teoremei lui Dirichlet. Coeficienţii dezvoltării în 
serie Fourier sunt: 


1 27 E 1 1 27 
a = f T Tdr = Tr — =r? =0 
T Jo 2 27 2 0 
1 (F r-r 1 sin ng |” 
an = -= cos nzdr = (7 — a) 
T Jo 27 n [e 
27 
— sin ngdz = 0 
2NT 0 
1 27 1 2r 
bn = = | TOT innrede = (77 A era a 
T Jo 27 n lo 
RNO i 1 
ee cosnzda = —. 
2n7 Jo n 
Deci seria Fourier corespunzătoare este 
T— T sin ng 
r~ D „o ze (0,27) (12.14) 
n>l 
Pentru x = 0 sau x = 2r suma seriei este s(0) = s(27) = NOEN) sia Cuza = 0. 


| A =i n—1 
Luând a = 3 în (12.14) avem J = Xnz1 aa: 
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2. Să se dezvolte în serie Fourier funcţia f(x) = 10 — x în intervalul (5, 15). 


În acest caz folosim formula (12.4) pentru L= 5. Avem 


1 15 1 15 
an = a) (10 — x) cos de = a (10 z) sin : + 
15 
+ — sin —dz = 0, 
NT Js 
1 15 1 15 
bn = 2) (10 — x) sin dz = zz £) cos = — 
1 f” 10 
— — cos ZZ dr = (—1)”— 
nT Js 5 NT 
(12.15) 
Deci i i 
nTT 
10 = 1)”— si €e (5,15). 
s= PPr sn E, ze (5,15) 


n>l 
3. Să se dezvolte în serie Fourier funcţia f(x) = |x| în intervalul |—r, n]. Funcţia f(x) = |x| 
satisface ipoteza teoremei lui Dirichlet. 
Deoarece funcţia f este pară avem bn =Q şi 


T 


2 T 2 
a = = | zdr = | =, 
T Jo T 0 
2 [T 2 fă. ma of e 
ün = = a cosnzda = — (E sin n — — sin nzda | = 
T Jo T An 0 no 
2 
= —IC) 1], Yn>1. 
ID" 1, Vaz 
Seria Fourier corespunzătoare este: 
m 4 cos(2n — 1) Și 
|æ] i 2 2 (2n — 1)2 , T ( T, T) 
= 0 — 0 
s(—-m) = st T +0) + fin tepe 


2 


12.2 Operații cu serii Fourier 
Integrarea seriilor Fourier 


Teorema 12.2.1 Fie funcţia f integrabilă pe intervalul |—r, n] şi seria Fourier asociată funcţiei 
J; r 
f(a) ~ z + pă an cos ng + bn sin nr. 
ml 
Seria Fourier asociată funcţiei f este integrabilă şi integrala funcţiei f(x) se obține prin integrarea 
termen, cu termen a seriei Fourier asociate. 
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DEMONSTRAŢIE. Considerăm funcţia 


IX 
Fos I (ræ - 2) az, (12.16) 
0 
x € |-7, T] care este o funcţie continuă şi cu variaţie mărginită şi de perioadă 27, deoarece 
F(r)— F(n) = f(x)dx — rao = 0. 


Conform teoremei Dirichlet-Jordan, funcţia F(x) se dezvoltă în serie Fourier pentru V æ € |—r, 1], 


Fa) =f 


+ 5. An COSNT + Bn sinne (12.17) 
n>l 


şi seria Fourier corespunzătoare funcţiei F converge uniform pe intervalul |—7r, 7] către F. Avem: 


ÎN s 1 d 1 m 
an = = | F(x)cosngdx = — F (x)sinng| — — f(x)sin nedz = 
TS x NT sie n O 
b b 
n n 
[i eff Ş 1 că 1 [0 
Bn = = F(x)sinngdr = —— F (x)cosnz| + — f(x) cos nzdz = 
TJ or NT pet Văd 
L w g St (12.19) 
n n 


Dacă în (12.17) z = 0 atunci se obţine 


S sey aay n (12.20) 


n>l n>l 


Înlocuind în (12.17) a, Bn şi ao din (12.18), (12.19) şi (12.20) avem 


5 ansin ng + bn(1 — cos x) 
n 


n>l 
care împreună cu (12.16) ne dă 
i f(x)dx = | ~ dr + D (an cosnz + bn sin ng)dz. 
0 o 2 31 Jo 
Pentru orice z1, £2 E€ |T, T], £1 < £2 se obţine 
ro ro ao £2 
| f(x)dx = | 2a f (an cosnz + bn sin nada. 
zi zi 2 n>1 71 


Exemplu 12.2.1 Considerăm dezvoltarea >> Sin ne = 75", x € (0,27). Integrând pe inter- 
valul [0, x] obţinem 


| Sa | Ta 
0 n o 2 


n>l 
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adică 


de unde rezultă că 


2 
n>l 4% 
unde 
1 27 T 2 4 E T2 
Samh V7 T] 
Astfel am obținut 
y cosnr l > să r? 
2 
ma n 4 6 


Derivarea termen cu termen a seriei Fourier 


Fie funcţie f continuă pe intervalul |—7, 7] şi presupunem că în afara unui număr finit de 
puncte izolate există derivata funcției f şi că f’ este absolut integrabilă pe |—r, 7]. 
Atunci seria Fourier a funcţiei f se obtine din seria Fourier a funcţiei f’, 


f(z) = Sa, cosnz + bi sin nz, (12.21) 
n>l 


prin integrare termen cu termen. Termenul liber ah al seriei (12.21) este zero. Într-adevăr, 


1 a 1 
a=- | f(x)dz = (fm) - f(=7)) =0. 
Are loc şi reciprocea. Seria (12.21) a derivatei f'(x) se poate obţine din seria Fourier corespun- 
zătoare funcţiei f prin derivare termen cu termen. 
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